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Kurzzusammenfassung

Zur Modellierung von Freiformflichen im CAD-Umfeld werden zur Zeit hauptsichlich nicht-unifor-
me rationale B-Spline-Flachen (NURBS) und Unterteilungsflichen verwendet. NURBS-Flédchen sind die
dlteren sowie etablierteren Fliachen und werden standardméfig im Industriedesign verwendet. Untertei-
lungsflichen bieten eine flexiblere Topologie und niitzliche Modellieroptionen, womit sie einen festen
Platz in Modellierungspaketen wie z.B. Maya und Cinema4D gefunden haben.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Vorteile von bikubischen NURBS- und Unterteilungsflachen in einem
neuen, erweiterten Unterteilungsflichentyp (ESubs) zu vereinen, um damit ein breiteres Einsatzspek-
trum in Forschung und Industrie zu erhalten. Catmull-Clark- und bikubische NURBS-Fldchen sind in
den erweiterten Unterteilungsflichen durch die Verallgemeinerung enthalten. ESubs bieten jedoch Fla-
chenformen an, die iiber die Moglichkeiten von NURBS- und Catmull-Clark-Fldchen hinaus gehen. Zu
den Kerneigenschaften des neuen Flidchentyps ESubs gehoren u.a. die Verwendung einer beliebigen,
zwei-mannigfaltigen Topologie, die Generierung einer nicht-uniformen Flidche, die Moglichkeit Kno-
tenintervalle einzeln an den Kanten zu modifizieren und die Verfiigbarkeit von sogenannten ,,Special
Features. Fiir den praktischen Einsatz sind Limitpunktregeln unabdingbar, weshalb sie zusitzlich zu
den Unterteilungsregeln im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurden. ESubs sind die einzigen nicht-
uniformen Unterteilungsflichen als Verallgemeinerung von Catmull-Clark- und NURBS-Fliachen, die
Limitpunktregeln anbieten.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit ist die adaptive Visualisierung von Unterteilungsflachen. So-
wohl bei der photorealistischen als auch bei der interaktiven Darstellung wird das Objekt adaptiv wih-
rend des Renderingprozesses verfeinert. Dabei werden die Teile des Objektes, die zu einer Verbesserung
des Bildes beitragen, in entsprechend hoherer Unterteilungstiefe dargestellt. Die dazu entwickelten und
implementierten Verfahren sind leicht auf weitere Unterteilungsflichentypen iibertragbar und erlauben
eine einfache Handhabung von Special Features sowie anderen Regelmodifikationen. Durch die adaptive
Verfeinerung werden nur die notwendigen Fliachenteile zur Generierung eines qualitativ hochwertigen
Bildes berechnet, so dass Rechenzeit und Speicherplatz effizient genutzt werden.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung in die Thematik

Die Produkte eines erfolgreichen Freiformflichen-Designs begegnen uns im Alltag in vielerlei Auspra-
gungen: Beispielsweise findet man sie als wohl geformte Kaffeeautomaten oder als elegante Autokonso-
len wieder. Im Entertainment-Bereich halten sie ebenso verstirkt Einzug, z.B. werden Hauptdarsteller in
computergenerierten Filmen komplett mit Freiformflachen modelliert. Zur Generierung dieser Freiform-
flichenmodelle werden zur Zeit hauptséchlich nicht-uniforme rationale B-Spline-Fldachen (NURBS) und
Unterteilungsflachen verwendet.

Fiir den Bereich des Computer Aided Geometric Designs [BFK84] wurden zunéchst von P. Bézier
als auch von de Casteljau unabhingig voneinander die Bézier-Kurven und Flidchen entwickelt [Béz88].
Ihre Forschungsergebnisse fanden Einzug in den meisten CAD-Systemen und dienten als Grundlage fiir
eine Vielzahl von Weiterentwicklungen [FHKO02]. Die darauf aufbauenden B-Spline-Fldchen, eingefiihrt
von J. Ferguson [Fer64], konnen als eine Verallgemeinerung von Bézier-Fliachen angesehen werden, wie
Gordon und Riesenfeld zeigten [GR74]. Die Erweiterung der B-Splines zu NURBS [PT95] hat sich in
den heutigen CAD-Systemen zu einem Standard entwickelt und ist im Industriedesign unentbehrlich
geworden. Definiert sind NURBS-Flachen durch ihre Parameterdarstellung, welche eine Auswertung
der Fldche an beliebigen Parameterwerten erlaubt. Die dazu notwendigen Kontrollpunkte liegen in Form
eines n x m Gitters vor.

Um den Nachteil dieser starren Topologie zu beheben, entwickelten Catmull und Clark [CC78] so-
wie Doo und Sabin [DS78] aus den Unterteilungsregeln der uniformen B-Spline-Fldachen Unterteilungs-
regeln fiir allgemeine Topologien (zwei-mannigfaltig, mit und ohne Rand). Ihre Fldchen entstehen durch
das sukzessive Anwenden der Unterteilungsregeln auf das Kontrollnetz. Damit sind Unterteilungsflichen
definiert als der Grenzwert einer unendlichen Folge von Unterteilungsschritten. Zusétzlich zur beliebigen
Topologie kinnen Special Features [HDD"94], wie z.B. scharfe Kanten und Spitzen, genutzt werden.
Dadurch ist es dem Modellierer moglich, auf einfache Weise komplexe Modelle zu erzeugen und beson-
dere Akzente im Objekt zu setzen. Die Verbesserung der Rechnerleistung begiinstigte die Entwicklung
der Unterteilungsfldchen, so dass heutzutage auf eine Vielzahl von Arbeiten in diesem Gebiet zuriickge-
griffen werden kann [ZS99]. Neben den Loop-Unterteilungsflachen [Loo87], die auf Box-Splines basie-
ren, zdhlen die Catmull-Clark-Unterteilungsflichen zu den am héufigsten eingesetzten Unterteilungsfla-
chentypen der aktuellen Modellierungspakete wie z.B. Maya und Cinema4D.

Um mit NURBS ein komplexes Modell zu erhalten, werden mehrere NURBS-Patches generiert, pas-
send ausgeschnitten (getrimmt) und geeignet aneinander gesetzt. Abbildung 1.1 zeigt ein solches Mo-
dell: Zur Modellierung dieses Teils der Autokarosserie kommen beispielsweise bereits 1578 (getrimmte)
NURBS-Patches zum Einsatz.
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Abbildung 1.1: NURBS-Modell, bestehend aus 1578 getrimmten einzelnen NURBS-Patches. Die Kon-
trollnetze der einzelnen Patches sind schwarz markiert (rechts). Modell von Volkswagen AG aus [Reu05].

Zur Bildung komplexer Modelle sind Unterteilungsflichen (siehe Abbildung 1.2) nicht auf ein Trim-
ming angewiesen. Eine freie Topologiewahl erlaubt es dem Modellierer, auf einfache Art aufwindige
Modelle zu erzeugen. Damit fallen bei Unterteilungsflichen alle Probleme weg, die beim notwendigen
Trimmen von NURBS entstehen. Mit Hilfe von Special Features konnen mit Unterteilungsflichen zu-
sdtzlich Akzente in das Modell eingefiigt werden, die auf solche einfache Weise mit NURBS nicht zu
erzielen sind. Auf Grund ihrer Vorteile in der Modellierung, sind Unterteilungsflachen verstédrkt in den
Modellierungspaketen des Entertainment-Bereiches zu finden. NURBS hingegen sind die dlteren sowie
im CAD-Bereich weit verbreiteten Freiformfldchen. Sie bieten Vorteile durch ihre analytische Beschrei-
bung. Ihr Einsatzschwerpunkt liegt im Industriedesign, wodurch die meisten Freiformflichenmodelle in
diesem Gebiet als NURBS-Modelle vorliegen.

Abbildung 1.2: Unterteilungsfliche, gebildet aus einem Kontrollnetz mit Special Features. Die Special
Features sind im griinen Kontrollnetz rot markiert (rechts).
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1.2 NURBS-Flichen

In dieser Arbeit werden hauptsidchlich bikubische, nicht-uniforme B-Spline-Flichen verwendet. Ra-
tionale Flichen konnen durch eine Homogenisierung erzielt werden. Eine bikubische NURBS-Fliche
S [ug, up) X [vo,vy] — R, mit ug, up,vo,v, € R und i.A. d = 3, ist durch topologisch gitterformig ange-
ordnete Kontrollpunkte und zwei Knotenvektoren festgelegt. Abbildung 1.3 zeigt das gitterformige Kon-
trollnetz mit den dreidimensionalen Kontrollpunkten (griin markiert), die zwei Knotenvektoren und eine
Tesselierung (blau eingezeichnet) der NURBS-Flidche. Die zwei Knotenvektoren der NURBS-Fliche
S(u,v) in u-Richtung {uo,...,u,} und in v-Richtung {v,...,v,} bestehen aus je einer endlichen Fol-
ge monoton steigender reeller Zahlen u; und v;, die Knoten genannt werden. Als Knotenintervallwerte
werden die Abstinde (u;11 —u;) und (vj4; —v;), miti=0,...,p—1und j=0,...,q — 1, bezeich-
net. Ein Punkt S(u,v) der NURBS-Fliche resultiert aus einer Konvexkombination der Kontrollpunkte.
Die Gewichte fiir diese Konvexkombination lassen sich iiber die B-Spline-Basisfunktionen unter Be-
riicksichtigung der Knotenvektoren bestimmen. Das Aussehen einer bikubischen NURBS-Fliche hingt
somit von der Lage der Kontrollpunkte und den zwei Knotenvektoren ab. Statt Knotenintervallwerte wird
im Folgenden die Kurzfassung Knotenintervalle benutzt (angelehnt an die Notation von [SSS98]). Bei

uniforme B-Spline-Flache nicht-uniforme B-Spline-Flache

Knotenvektor Knotenvektor
Uy = uy in u-Richtung: Uy = Uy Uy = uy in u-Richtung: U = Uy
=u =up =Up = U2
=u3z U4y Us Us U7 U U9 = U3 =u3z Us Us Ue =ui3
- - ——
U7 = uUg = Ug
Knotenvektor Knotenvektor
Vo = Vi in v-Richtung: Vio = Vi1 Vo = Vi in v-Richtung: Vio = V11
=V =V =V =Vi2
=V3 V4 V5 V¢ V7 Vg V9 =Vi3 =V3V4V5 Ve V7 V8 Vo  =V13
| | | | | | | | | | | |
e \ \ \ \ \ \ m—— e 1 \ \ \ \ m——

Abbildung 1.3: Bikubische, uniforme und nicht-uniforme B-Spline-Fldche mit Kontrollnetz (griin) und
den zwei Knotenvektoren in u- und v-Richtung. Die Tesselierung (blau) der Fliche ist bei beiden Flachen
an den gleichen Parameterwerten vorgenommen worden. Deutlich zu sehen ist die Auswirkung der nicht-
uniformen Knotenvektoren (rechts) am lokalen Dehnen und Zusammenziehen der Fliche. Zwei innere
Null-Knotenintervalle bewirken eine lokale Reduktion der Stetigkeit auf (Y, so dass eine scharfe Kante
bei den Parameterwerten (u7,v), v € [vo,v;3] durch die Fliche lauft.
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der meist verwendeten clamped NURBS-Flidche sind die drei ersten bzw. drei letzten Knotenintervalle
der zwei Knotenvektoren im bikubischen Fall nullwertig [PT95], die {ibrigen Knotenintervalle hei3en
innere Knotenintervalle. Liegt eine uniforme Flédche vor, so sind die inneren Knotenintervalle identisch
(sieche Abbildung 1.3 links). Nicht-uniforme Knotenintervalle bewirken eine nicht-uniforme Fldche und
fiihren zu einem lokalen Dehnen bzw. Zusammenziehen der Fliche (siehe Abbildung 1.3 rechts). Durch
Verringerung des Knotenintervalles kann das lokale Zusammenziehen der Flidche bis zu einer Reduktion
der Stetigkeit gesteigert werden, wie in Abbildung 1.3 rechts im Knotenvektor in u#-Richtung demon-
striert. Die Moglichkeit, Knotenintervalle in den Knotenvektoren beliebig zu modifizieren, bietet somit
dem Designer ein wichtiges Werkzeug zur individuellen Formgestaltung seines Produktes.

1.3 Unterteilungsflichen

Neben den bikubischen NURBS-Flichen kommen in der vorliegenden Arbeit primér approximierende
Unterteilungsflachen zum Einsatz, die je nach verwendetem Unterteilungsschema Dreiecksnetz- bzw.
Vierecksnetz-erzeugend sind und beim Unterteilen neue Punkte ins Netz einfiigen (Klassifizierungskri-
terien nach [ZS99]).

Abbildung 1.4: Loop- und Catmull-Clark-Unterteilungsflichen mit Kontrollnetzen in drei Untertei-
lungstiefen und zugehorige Limitflachen. Beide Unterteilungsflichen sind approximierend und fiigen
neue Punkte beim Unterteilen ins Netz ein. Loop-Fldchen (links) sind Dreiecksnetz-erzeugend. Catmull-
Clark-Fldchen generieren ein Vierecksnetz. Modell links von Torsten Techmann, Modell rechts von Vol-
ker Settgast.

Eine solche Unterteilungsflache ist durch ihre Unterteilungsregeln definiert. Das Durchfiihren der
Unterteilungsregeln auf dem Kontrollnetz der Flache liefert ein verfeinertes Kontrollnetz. Abbildung 1.5
links zeigt zwei Unterteilungsschritte. Werden diese Unterteilungsregeln unendlich oft angewendet, so
erhilt man die Limitfliche, wie in Abbildung 1.5 mitte zu sehen. Fiir einen Kontrollpunkt des Kon-
trollnetzes lésst sich sein zugehoriger Punkt auf der Limitfliche bestimmen, die dazu benétigten Regeln
heien Limitpunktregeln. Ein Anwenden der Limitpunkregeln auf dem Kontrollnetz ergibt die Limit-
punkte der Kontrollpunkte und fiihrt somit zu einer Tesselierung der Limitflache. Abbildung 1.5 rechts
présentiert die Tesselierung der Unterteilungsfliche in den drei gezeigten Unterteilungstiefen.

Die Kontrollpunkte des Kontrollnetzes verdndern ihre Position beim Unterteilen, das Kontrollnetz
konvergiert und ,,schrumpft” somit zur Limitfliche (sieche Abbildung 1.5). Aus diesem Grund ist ei-
ne Tesselierung der Limitfliche, insbesondere wihrend der Modellierungsphase, einer Darstellung mit
Kontrollpunkten vorzuziehen. Mit Limitpunkten ist eine exakte Positionierung des zu modellierenden
Objektes erst moglich. Abbildung 1.6 zeigt ein Beispiel, bei dem zwei Unterteilungsflichen an einem
gegebenen Punkt verbunden wurden. Limitpunktregeln sind somit fiir den praktischen Einsatz im CAD-
Umfeld unabdingbar.
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Abbildung 1.5: Linke Box: Das Anwenden der Unterteilungsregeln auf dem Kontrollnetz liefert ein
verfeinertes Kontrollnetz. Mit jedem Unterteilungsschritt approximiert das Kontrollnetz die Limitfliche
genauer. Mitte: Limitfliche. Rechte Box: Um eine Tesselierung der Limitfliche zu erhalten, werden
in den drei Unterteilungstiefen die Limitpunktregeln angewendet, die fiir jeden Kontrollpunkt seinen
Limitpunkt auf der Limitfliche berechnen.

Abbildung 1.6: Darstellung von ESubs-Unterteilungsflichen in Form einer Tesselierung ihrer Limit-
fliche mit Hilfe ihrer Limitpunktregeln. Das rote, blaue und griine Modell ist mit dem orangefarbenen
Modell iiber gemeinsame Limitpunkte verbunden. Somit ist ihr Kontakt unabhédngig von der Untertei-
lungstiefe.

1.4 Motivation

Um iiber die Vorteile von NURBS- und Catmull-Clark-Unterteilungsflichen zu verfiigen, ist eine Ver-
allgemeinerung beider Flachentypen in Form einer erweiterten Unterteilungsfliche wiinschenswert. Die
Entwicklung einer erweiterten Unterteilungsfliche, basierend auf den bikubischen NURBS-Unterteilungs-
regeln, ist somit analog zur Erweiterung der uniformen bikubischen B-Spline-Flachen zu Catmull-Clark-
Flachen sinnvoll. Die Nutzung der Modellierwerkzeuge beider Fldchentypen in einem neuen Flachentyp
bietet entscheidende Vorteile im Modellierungsprozess und erlaubt zudem die Verwendung der bereits
bestehenden Modelle beider Flachen (siehe auch Abbildung 1.7).

Als Verallgemeinerung von Catmull-Clark- und NURBS-Flachen existieren bislang zwei weitere
Unterteilungsflachen, die allerdings keine Limitpunktregeln anbieten. Limitpunktregeln sind jedoch un-
verzichtbar um einen neuen Fldchentyp im CAD-Bereich sowie in der adaptiven Visualisierung (siehe
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auch Abbildung 1.8) zu verwenden. Daher ist es notwendig eine erweiterte Unterteilungsflache (ESubs)
mit Limitpunktregeln zu entwickeln und zu implementieren sowie in praktischen Anwendungen zu te-
sten.

( 2\
Gradreduktion Catmull-Clark
mit AbweichungsmaB) | Unterteilungsflachen
Graderhéhung, b ‘ J
( 2\

(Getrimmte)
NURBS Flachen,
bel. Grad

(Erweiterte)
Unterteilungsflachen

v

[Adaptive Visualisierung]

Modellierung

[ Photorealistisch] [ Interaktiv ]

Abbildung 1.7: Uberblick.

Nach der Modellierungsphase besteht der Bedarf nach einer effizienten Visualisierung der generier-
ten Unterteilungsflichenobjekte (siehe Abbildung 1.7). Die Anzahl der Faces wichst exponentiell beim
Unterteilen, daher ist es sinnvoll, nur die Teile des Objektes zu berechnen und darzustellen, die an der
Beleuchtungsrechnung teilnehmen. Zur Erzeugung eines qualitativ hochwertigen Bildes unter effizien-
ter Nutzung der Rechenleistung und des Speichers sollen nur die Objektteile berechnet und visualisiert
werden, die zu einer Verbesserung der Bildqualitit beitragen.

Abbildung 1.8 zeigt dazu ein adaptives Verfahren in schematischer Darstellung: Die Silhouetten-
bereiche werden weiter verfeinert als die iibrigen Objektteile, die kameraabgewandten Faces werden
hier lediglich in geringster Unterteilungstiefe priasentiert. Die Notwendigkeit von Limitpunktregeln bei
der adaptiven Visualisierung unterstreicht Abbildung 1.8c: Werden Kontrollpunkte zur Darstellung des
Objektes gewdhlt, so erhilt man ein unerwiinschtes Aussehen des Objektes. Die Verwendung von Limit-
punkten liefert hingegen das erwartete Erscheinungsbild der Fldche, wie Abbildung 1.8d demonstriert.

i a

18]

a) b) 9) d)

Abbildung 1.8: Schematische Darstellung einer Unterteilungsfliche: Die roten Linien stellen das Kon-
trollnetz dar. Die Liniendicke nimmt mit zunehmender Unterteilungstiefe ab. Die griinen Punkte sind die
Limitpunkte und die gestrichelte orangefarbene Linie markiert die Zugehorigkeit eines Kontrollpunktes
zu seinem Limitpunkt. Die schwarze Linie zeigt die zugehorige Tesselierung der Limitfliche (griin) an.
Verwendet man zur adaptiven Visualisierung Kontrollpunkte, so hat das resultierende Objekt ein uner-
wiinschtes Aussehen (c). Mit den Limitpunkten erhélt man das erwartete Ergebnis (d) des Objektes.
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1.5 Ziele

Ein Ziel dieser Arbeit ist es, die Vorteile von bikubischen NURBS und Unterteilungsflichen in einem
neuen Unterteilungsflichentyp zu vereinen, um damit ein breiteres Einsatzspektrum in Forschung und
Industrie zu erhalten. Zu den Kerneigenschaften des neuen Flichentyps ESubs gehoren u.a. die Ver-
wendung einer beliebigen Topologie (zwei-mannigfaltig, mit und ohne Rand), die Generierung einer
nicht-uniformen Fldche, die Moglichkeit Knotenintervalle einzeln zu modifizieren und die Nutzung von
Special Features. Fiir den praktischen Einsatz sind Limitpunktregeln unabdingbar, weshalb sie zusitzlich
zu den Unterteilungsregeln entwickelt wurden.

Ublicherweise werden bei der Entwicklung einer neuen Unterteilungsfliche zunichst die Untertei-
lungsregeln hergeleitet. Aus diesen Unterteilungsregeln lasst sich eine Unterteilungsmatrix S bilden. Mit
Hilfe der Unterteilungsmatrix S kann ein Unterteilungsschritt fiir einen Kontrollpunkt P° und seine be-
nachbarten Kontrollpunkte durchgefiihrt werden. Wird S unendlich oft auf dieses partielle Kontrollnetz
angewendet, so erhilt man den Limitpunkt von P°. Die Regeln zur Berechnung der Limitpunkte kdnnen
aus der Unterteilungsmatrix mit Hilfe ihres grofiten Eigenwertes bestimmt werden [ZS99]. Da ESubs bei
der geforderten Verwendung von unterschiedlichen Knotenintervallen auf gegeniiber liegenden Seiten
eines Vierecks im Allgemeinen nicht-stationér sind, verdndert sich die Unterteilungsmatrix S bei jedem
Unterteilungsschritt. Eine Eigenanalyse wird aus diesem Grunde bei nicht-stationdren Verfahren nicht
durchgefiihrt. Zur Bestimmung der Limitpunktregeln muss daher eine neue Herangehensweise gewéhlt
werden, womit erstmals ein Verfahren zur Verfiigung steht, das Limitpunktregeln fiir ein nicht-stationéres
Schema liefert. Der Hauptvorteil von ESubs gegeniiber den bereits vorhandenen nicht-uniformen Unter-
teilungsflachen (siehe Abschnitt 3.1) als Verallgemeinerung von NURBS- und Catmull-Clark-Fldchen
liegt somit in der Verfiigbarkeit von Limitpunktregeln.

Abbildung 1.9: Zu ESubs konvertiertes getrimmtes NURBS-Modell (links). In einem weiteren Verar-
beitungsschritt sind Special Features hinzugefiigt worden (rechts). Modell von Volkswagen AG.

Mit ESubs lassen sich sowohl polygonale Objekte als auch Catmull-Clark-Modelle verwenden. Eben-
so konnen bikubische NURBS-Modelle genutzt werden. NURBS-Flidchen beliebigen Grades stehen nach
einer Konvertierung mit einer gegebenen Abweichungstoleranz zu bikubischen Flichen ebenfalls zur
Verfiigung (siehe Abbildung 1.9). Ein Trimmen der konvertierten getrimmten NURBS-Modelle ist wei-
terhin moglich. Bei einer Neuerstellung eines ESubs-Modells ist ein Trimmen jedoch nicht mehr notwen-
dig (siche Abbildung 1.2). Dadurch entfillt die komplette Problematik des Trimmingprozesses. Stattdes-
sen kann ein Modellierer zur Gestaltung seines Objektes auf eine beliebige Topologie zuriickgreifen, Spe-
cial Features setzen und Knotenintervalle modifizieren. Somit bieten ESubs die Moglichkeit, komplexe
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Modelle mit einem zusammenhdngenden Kontrollnetz zu erzeugen statt eine Vielzahl getrimmter Patches
nutzen zu miissen. Die Bearbeitung eines zusammenhéngenden Kontrollnetzes vereinfacht die Handha-
bung des Modells beispielsweise deutlich in der Texturierung und Modellierung. Die Tesselierung einer
solchen Fliche liefert zudem ein gleichmifigeres Dreiecksnetz als die Tesselierung vieler getrimmter
Patches. Catmull-Clark und bikubische NURBS sind in den erweiterten Unterteilungsflachen durch die
Verallgemeinerung bereits inbegriffen: Sind die Knotenintervalle uniform, so ist die resultierende Fldche
eine Catmull-Clark-Flache. Wird ein Vierecksnetz mit reguldrer Topologie und einer Knotenintervallbe-
legung analog zu NURBS verwendet, dann erhilt man eine bikubische NURBS-Fliche.

Der zweite Schwerpunkt dieser Arbeit ist die adaptive Visualisierung von Unterteilungsflachen. So-
wohl bei der photorealistischen als auch bei der interaktiven Darstellung wird das Objekt adaptiv wdh-
rend des Renderingprozesses verfeinert. Dabei werden die Teile des Objektes, die zu einer Verbesserung
des Bildes beitragen, in entsprechend hoherer Unterteilungstiefe dargestellt, um sowohl die Rechenlei-
stung als auch den Speicher effizient zur Generierung eines qualitativ hochwertigen Bildes zu nutzen.

Bei der interaktiven Visualisierung liegt der Fokus auf einer geringen Rechenzeit zur Erhaltung einer
akzeptablen Framerate. Bild fiir Bild wird fiir jedes Patch der Unterteilungsflache eine geeignete Un-
terteilungstiefe ausgewdhlt. Auswahlkriterien zur Verfeinerung eines Patches sind dabei beispielsweise
seine projizierte Patchgrofle, die Silhouettenzugehorigkeit und seine Kriimmung. Nur die notwendigen
Vierecke bzw. Dreiecke werden dann zur Hardware gesendet und erzeugen das gewiinschte Bild in der
gewdhlten Qualititsstufe. Durch ein dynamisches Verschieben der Unterteilungstiefen der einzelnen Pat-
ches ist es moglich einen gegebenen Frameratenbereich einzuhalten. Mit Hilfe einer konstanten Frame-
rate kann die so genannte Simulator Sickness [HKBO03] vermieden werden. Die patchweise Tesselierung
der Fliche findet in einer speziellen Datenstruktur statt, welche unabhdngig von der GroBe des Aus-
gangskontrollnetzes ist und das Ausgangskontrollnetz nicht verdndert. Die unverdnderte Beibehaltung
des Ausgangskontrollnetzes ist eine wichtige Voraussetzung fiir den Einsatz des Verfahrens in modernen
Szenengraphsystemen wie OpenSG [RVBO02], in welches der entwickelte Algorithmus integriert wurde.

Subdivision level:

B 2 DN EN¢ DS El6 BT [ (ohi

Abbildung 1.10: Adaptives Raytracing einer ESubs-Flache in Abhédngigkeit ihrer Kriimmung, Silhou-
ettenzugehorigkeit und projizierter PatchgroBfe: Resultierendes Originalbild (rechts) und Tiefenkarte
(links), dargestellt fiir Sehstrahlen und Schattenfiihler. Modell von Volker Settgast.

Bei der photorealistischen Visualisierung [Fel92] steht die Qualitit des Bildes im Vordergrund. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden Unterteilungsflichen in den Raytracer und die Radiositybe-
rechnung des Modular Rendering Tools (MRT) [Fel96] des Instituts fiir ComputerGraphik integriert.
Wie auch bei der interaktiven Darstellung wurde beim photorealistischen Rendern der Ansatz der adap-
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tiven Verfeinerung konsequent verfolgt. Bei der hierarchischen Radiosity ergibt sich die adaptive Ver-
feinerung des Unterteilungsflichenobjektes Blickpunkt unabhingig aus der Beleuchtungsberechnung:
Lichtaustausch, Patchgrofe und Kriimmung bestimmen anhand der gegebenen Parameter die adaptive
Verfeinerung. Zum Raytracen von Unterteilungsflichen wurde ein neues Verfahren entwickelt und im-
plementiert. Ziel des neuen Algorithmus ist es ebenfalls, unter effizienter Nutzung der Rechenleistung
und des Speichers, ein qualitativ hochwertiges Bild zu generieren. Die Unterteilungsfliche wird dazu
wiéhrend des Raytracings adaptiv verfeinert: Fiir jeden zu testenden Strahl wird die Unterteilungsfldache
lokal entlang des Strahls in Abhéngigkeit von Kriimmung, projizierter Patchgrée und Silhouettenzu-
gehorigkeit verfeinert. Abbildung 1.10 illustriert die adaptive Arbeitsweise des Algorithmus mit Hilfe
einer Tiefenkarte und dem dazugehorigen Ergebnisbild. Dieser Algorithmus ist robust, schnell, einfach
umzusetzen und fiir Catmull-Clark-, Loop- und ESubs-Flichen implementiert.

1.6 Uberblick iiber die Dissertation

Die vorliegende Dissertation fiihrt die notwendigen Grundlagen in Kapitel 2 ein. In diesem Kapitel wer-
den elementare Kurven und Fldchentypen definiert, weiterhin werden Unterteilungsregeln und Limitre-
geln fiir NURBS-Kurven und Flidchen hergeleitet. Fiir Catmull-Clark- und Loop-Unterteilungsflachen,
die zwei meist verwendeten Unterteilungsflachen, sind die Regeln ebenfalls angegeben. Kapitel 3 be-
fasst sich mit der Herleitung der erweiterten Unterteilungsflachen, die im Rahmen dieser Dissertation
entwickelt und implementiert wurden. Detailliert werden die Unterteilungs- und Limitpunktregeln be-
schrieben, Konvergenz und Stetigkeit werden untersucht und Special Features behandelt. Die erweiterten
Unterteilungsflachen sind somit Themenschwerpunkt sowohl dieses Kapitels als auch des nédchsten Ka-
pitels 4, in dem die Modellierung mit ESubs und die Verwendung bestehender NURBS, Catmull-Clark
und polygonaler Objekte im Mittelpunkt steht. Kapitel 5 wendet sich dem zweiten Themengebiet, der
adaptiven Visualisierung von Unterteilungsflichen zu. Dazu wurden neue Algorithmen entwickelt und
implementiert, die in diesem Kapitel ausfiihrlich beschrieben werden. Nach einer allgemeinen Einfiih-
rung in die Thematik steht in Abschnitt 5.1 die interaktive Darstellung im Mittelpunkt. Das neue Ver-
fahren wird detailliert erldautert und analysiert. Visuelle Ergebnisse und aussagekriftige Messergebnisse
runden die Untersuchung ab. Im anschlieBenden Abschnitt 5.2 wird die photorealistische Visualisierung
behandelt: Die Methoden zur Radiosityberechnung mit Unterteilungsflichen werden zunéchst kurz vor-
gestellt. Der Algorithmus zum Raytracen von Unterteilungsflichen wird detailliert beschrieben und seine
Ergebnisse ausfiihrlich erlautert. Das abschliefende Kapitel 6 enthélt eine Zusammenfassung und einen
Ausblick der Arbeit. Der Beitrag der Dissertation wird darin nochmals prézisiert.

Abbildung 1.11: Zu ESubs konvertiertes getrimmtes NURBS-Modell, weiterverarbeitet mit den zusétz-
lichen Modellierungsoptionen der ESubs. Modell von Matthias Richter und Lars Reusche.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG



Kapitel 2

Kurven und Flachen

Zum FEinstieg in die Thematik der Kurven und Fldchen wird mit einer kurzen historischen Einfiihrung
in die Computer Aided Geometric Design (CAGD) Welt [BM99] begonnen. Im Jahre 1959 entwickelte
P. de Casteljau im Laufe seiner Arbeit bei Citroén ein elegantes Verfahren [dC63], um aus n gegebenen
Kontrollpunkten eine Kurve respektive Fliche zu konstruieren. P. de Casteljau bildete seine Kurven und
Fliachen mit Hilfe eines iterativen Prozesses aus Konvexkombinationen der Kontrollpunkte. Die gleiche
Kurve, jedoch auf andere Art und Weise, leitete P. Bézier [Béz88] bei Renault aus dem Schnitt zweier, in
einem Wiirfel liegenden Viertel-Zylinder her. Einen weiteren Meilenstein in der Geschichte des CAGDs
legte C. de Boor 1972 mit der Entdeckung der Rekursionsformeln fiir B-Splines [dB72]. Die Konstruk-
tion von Bézier-Kontrollpunkten aus B-Spline-Kontrollpunkten erforschten und publizierten 1977/1978
P. Sablonniere [Sab78] und W. Boehm [Boe77] unabhingig voneinander. Ein Verfahren zum Einfiigen
von Knoten und der Oslo Algorithmus folgten 1980 sowohl durch R. F. Riesenfeld [CLR80] als auch
durch W. Boehm [Boe80]. P. de Casteljau entwickelte schliellich eine Biindelung und Zusammenfas-
sung all dieser Kurven und Fldchen zu einer vollstindigen Reprisentation, den so genannten Blossoms.
L. Ramshaw publizierte 1987 die Blossoms in [Ram87].

Das Kapitel beginnt mit einer Einfiihrung der Blossoms, fiihrt dann auf deren Grundlage Bézier und
NURBS-Kurven sowie Flidchen ein. Darauf aufbauend werden Unterteilungsverfahren vorgestellt. Das
Kapitel schlieft mit der Betrachtung der zwei meist verwendeten Unterteilungsflachen Catmull-Clark
und Loop, die auch in dieser Arbeit zum Einsatz kommen.

2.1 Blossoms

Blossoms bieten die Moglichkeit, Bézier, B-Spline und NURBS-Kurven sowie Fldchen auf einfache
Art und Weise in einer Notation zu vereinen. Sie werden zunichst anschaulich als Verallgemeinerung
des de Casteljau Algorithmus eingefiihrt, ihre wichtigen Eigenschaften und Charakteristiken werden im
Anschluss erldutert.

Blossoms als Verallgemeinerung des de Casteljau Algorithmus

Bei dem herkommlichen de Casteljau Algorithmus [Far94] ist ein Punkt auf einer Kurve im E¢ mit dem
Parameterwert ¢ € IR und den Kontrollpunkten bg, ...,bY € R?, iiblicherweise d = 2,3, definiert durch
u r—ug

—1
Pi(t) = —— b \¢ bl 2.1
i(1) —— ()+u1_uo i () (2.1)

mitr=1,...,n, i=0,....n—r, u0<u1undb9(t):b9, j=0,...,n.

11
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In schematischer Darstellung ergibt sich somit fiir einen Punkt bg mit dem Parameterwert 7 € /R und
n = 3 (siehe auch Abbildung 2.1):

Abbildung 2.1: Herkommlicher de Casteljau Algorithmus.

Der verallgemeinerte de Casteljau Algorithmus verwendet in jeder Iterationsstufe r, mitr =1,... ,n,
einen Parameter #, € IR. Damit ldsst sich die Rekursionsgleichung aus 2.1 erweitern zu:

r _ u —t Ir—Uo
bi[trr-wIO]*H'bi [tr—17--~,to]+m'bi+1[fr—l,---,to] (2.2)
by [tn, .. to] ist somit eine n-variante Funktion und beschreibt ein Gebiet im [E 4 Einen Punkt bg mit den

drei Parameterwerten Ty, 7>, 73 erhdlt man in schematischer Darstellung durch (siche auch Abbildung
2.2):

by
By bl :=bl[1|]
BY bl:=bl[r)] b}:=b[11, 1)
By bh:=bi[t] b3 =3[t 1] by = bi[11,T2, T3]
Das Verfahren reduziert sich auf den urspriinglichen de Casteljau Algorithmus, wenn stets der gleiche

Parameter 7 =1, = ... =1, verwendet wird. Die resultierende Kurve b|t, ... ,t] = b(r) ist dann eine Bézier-
Kurve, die durch die Kontrollpunkte bg, e ,bg definiert ist. Die Funktion

blty,...,t,] mit b:R"— R? (2.3)

gebildet aus der rekursiven Gleichung 2.2, heifit Blossom von b(t).
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Abbildung 2.2: Verallgemeinerter de Casteljau Algorithmus.

Definition und Eigenschaften
Allgemeiner lassen sich Blossoms iiber symmetrische Polynome definieren:

Definition 1 (Blossom). Das Blossom einer polynomialen Kurve
b(t) =ap+ait+...a,t", ajERd, j=0,....n, t€R
vom Grad n ist eine n-variante Funktion b(ty,... t,], fiir die gilt:
1. Dlty,...,t,) ist multiaffin:
o+B=1 = bloo-x+B-yh,... .1, =a blx,tr,....t,| + B -bly,t2,...,1,]

2. blty,...,t,] ist symmetrisch:
blty,....tn) =b[r(ty),...,7(t,)]

fiir jede Permutation ©t(ty),...,7(t,) vonty,... t,.
3. blt1,...,t,] stimmt mit b(t) in der Diagonalen iiberein:
blt,...,t] =b(r)

Die Funktion blty,...,t,| (2.3) mit n Variablen erfiillt die drei Eigenschaften des Blossoms (siche
Definition 1):

e Die Multiaffinitédt ergibt sich direkt aus dem Algorithmus. Jeder Iterationsschritt ist eine affine
Abbildung.

e Das Ergebnis des verallgemeinerten de Casteljau Algorithmus ist unabhzngig von der Reihenfolge
der Auswertung der n Parameter ¢, ... ,t,.

o Giltr=t;=...=t,,s0istb[t,... 1] =b(r).
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Blossom der Bézier-Kurve

Die Bézier-Kurve b(t) mit b : [0,1] — IR sei in expliziter Darstellung, d.h. als Linearkombination der
Bernsteinpolynome B’} (1) [Far94], gegeben. Um die Formel des Blossoms b[fy,...,t,| der Bézier-Kurve

b(t) herzuleiten, wird im ersten Schritt b(¢) in die Form ag+a; -t +a -t> +...+a, - t" gebracht:

b = 300 B(0) = 3.0 (”) A (L= 2.4)
j=0 =0 " \J

Durch Ersetzung der (1 — )"~/ mit Hilfe des binomischen Satzes ergibt sich:

() S () e

=0

Eine Umordnung nach i = j+ 1 liefert:

L =i4a;
= z ia; (2.5)
i=0
Im zweiten Schritt wird fiir die vereinfachte Normkurve c(t) =¢+4¢>+... 4" ihr Blossom clt, ... ,1,]

ermittelt, mit dessen Hilfe das Blossom von b(z) hergeleitet werden kann. Dazu sind die elementarsym-
metrischen Funktionen notig:

Definition 2 (elementarsymmetrische Funktionen). Die Funktionen

of = Zici<n ti
0y = Xi<icj<n  litly
03 = ZXi<icjck<n lilj I
o, = Il<i<n I
heif3en elementarsymmetrische Funktionen von ty,...,t, € R. Alle Glieder von o} mitl =1,...,n haben

denselben Grad und sind somit homogen vom Grad .

Satz 1 (Hauptsatz elementarsymmetrische Funktionen). Jedes symmetrische Polynom f(ty,...,t,)
liisst sich als Polynom @ (o}, ...,0;) schreiben.

r¥n
Der Beweis des Satzes sowie weiterfiihrendes zum Thema elementarsymmetrische Funktionen ist
unter [vdW93] zu finden. Aus dem Hauptsatz der elementarsymmetrische Funktionen folgt, dass sich die
Normkurve als Polynom iiber 6, ..., 0, schreiben ldsst:
ct)=t+24.. 41" =f(x1,...,x,) mit ;=1 i=1,....n
=00 +...+0, 0 (2.6)
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Gesucht sind die ¢; zur Bildung des Polynoms iiber o7, ..., 0, . Aus der Definition der elementarsym-
metrischen Funktionen und aus t =t = ... =1, folgt 07" = ('Z) -t!. Komponentenweise betrachtet gilt
1= oy () - und somit o; = 1/("}). Eingesetzt in Formel (2.6) ergibt sich:

e(r) = of/@ +...+o,7/<z>

Damit ist c[ry,...,,] gegeben durch:

cltrs . t] :af/(’f) +...+o;/<z> 2.7)

Da die elementarsymmetrischen Funktionen die Diagonaleigenschaft besitzen sowie multiaffin und sym-
metrisch sind, gelten diese Eigenschaften auch fiir c[rq,...,7,]. Das Blossom der Normkurve c¢(f) =
t+1t> ... +t"ist folglich c[ty,. . ., t,] (Formel 2.7). Fiir ein Polynom b(t) = ag+a; -t +az -t> +... +a, 1"
ergibt sich dann:

bltr, ... 1] = a0 +ay -Gf/(D +...+an-o,;'/(z> 2.8)

Ebenso wie bei der Normkurve besitzt auch b[t, ... ,t,] die geforderten Eigenschaften des Blossoms aus
Definition 1. blty,...,t,] aus (2.8) ist somit das Blossom von b(t) = ag+aj -t +ax -t*> +... +a, -t".
Werden fiir die a; die Koeffizienten der Bézier-Kurve gesetzt mit a; = X b?. S(=1) (;’) . ('l’:]}),
i=0,...,naus (2.5), soist b[ry,...,1,| (2.8) das Blossom der Bézier-Kurve b(t).

In den meisten Fillen werden kubische Kurven bzw. bikubische Fldchen zur Modellierung verwen-
det, ebenfalls basieren die in den folgenden Kapiteln vorgestellten Unterteilungsflachen auf bikubischen
Flachen. Daher wird das Blossom einer kubischen Bézier-Kurve detailliert angegeben. Eine Umformung
der kubischen Bézier-Kurve liefert die Koeffizienten ay, ..., a;:

b(t) = i b9 -B(1)
=0

= b)) +(=3b)+3b)) 1+ (3b) — 6b) +3b9) 1% + (—b) + 3bY — 369+ b3) -1
~—~— ~
=.q =.a =.ap =.as

:ao+a1-t+a2-t2+a3-t3

Eingesetzt in Formel (2.8) ergibt sich das Blossom:

3
1/(1) 0 of
blt,tr,13] = ap + (a1,a2,a3) - 1/() | of
0 /@) ) \o
1/3 0
= b + (—3b( + 3b7,3b) — 6 + 353, —bf) + 3b7 — 3b3 + b3) - 1/3
0 1
H+h+18

h-hh+t-t3+10- 13

-1z
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Eine Verallgemeinerung des Definitionsbereich der Bézier-Kurve von [0, 1] auf [ug, u;] mit uy < uy,
up,u; € IR liefert schlieBlich fiir b(r) = 23:0 b? -B)j(;=%) das zugehorige Blossom:

uyp—uo

1/3 0
blt1,12,13] = b+ (—3b) + 3bY,3b) — 667 + 353, —b3 + 369 — 369 +bI) - 1/3

Ihh—uy  hh—uy 1B—Uy
+ +

up—uy Uy —uy U —Up
Ih—uy tHh—uy H—uy B3—uy hH—u B—U

up—uy Uy —ug Uy —uyg Uy —uy U —Uy Uy — U
Iy —uy tH—up 1B—uUp

Uy —up Uy —ug up—1Uuo

Blossom Hauptsatz und seine Anwendungen

Die Verbindung zwischen den symmetrischen Polynomen und der Bézier-Reprisentation wird im fol-
genden Hauptsatz deutlich. Der Beweis des Satzes sowie weitere Erlduterungen zu diesem Thema sind
in [PBP02] zu finden.

Satz 2 (Hauptsatz). Fiir jede polynomische Kurve b(t) existiert genau ein n wertiges, multiaffines und
symmetrisches Polynom blty,... t,] mit der Diagonalen b[t,...,t] = b(t). Die Punkte

b =blul " ul"), i=0,...,n

sind die Bézier-Kontrollpunkte von b(t) iiber [ug,u].

0,0,1 0,1, 0,1,1

0,0,0 | o— 1,1,1
Uuo T up

Abbildung 2.3: Bézier-Kurve b(t) (rot markiert) iiber [ug,u;] und Blossom Notation.

Aus diesem Satz resultiert (siche Abbildung 2.3): b(t) ist die Bézier-Kurve der Kontrollpunkte b|uq, ug, ug],
blug,ug,uy], blug,uy,uy]) und bluy,uy,u;] tiber [ug,u;]. blt;, 12, 13] ist das zugehorige Blossom von b(t). Zur
Notationsvereinfachung wird statt b[ug,ug,u; | die Kurzform 0,0, 1 verwendet (sieche Abbildung 2.3).

Zur Veranschaulichung der Unterteilungseigenschaften dient das Blossom blt;,1,,13] von b(t) iiber
[uo,us] aus Abbildung 2.4. Es sei up ein beliebiger Punkt aus [ug,us], der das Intervall [ug,us] in die
Abschnitte [ug,uy] und [uy, us] unterteilt.
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0,0,0 4,44

| |
| | |
uo up Uy

Abbildung 2.4: Blossom Notation: Bézier-Kurve b (t) iiber [ug, u] und Bézier-Kurve b (1) iiber [uz, u4]
mit ihren jeweiligen magenta bzw. blau gefdrbten Kontrollpunkten. Die griin markierten Punkte sind die
Kontrollpunkte der korrespondierenden B-Spline-Kurve.

Gesucht sind die Kontrollpunkte der Bézier-Kurve iiber [ug,us] und [uz,us] mit:

b(t) _ bi(l‘) NAS [M(),Mz]

bi(t) t € [up,uq]

Aus der Anwendung des Hauptsatzes resultieren die Kontrollpunkte fiir b'(¢), t € [ug, uz] mit blug, ug, uo),
blug, uo,uz], blug,uz,uz), blua,uz,uy] sowie die Kontrollpunkte fiir b%(t), t € [up,us] mit blua,us,us),
blup,up,us), bluy,us, us), blug,us, us]. Fir up €lug,us| sind die beiden Bézier-Kurven an der zusammen-
gesetzten Stelle buy,uy,uz] = b (uy) = b (uy) wie auch Vt € [ug,uy] C?-stetig. Mit Hilfe von Bézier-
Kurven vom Grad n, welche n — 1 stetig zusammengefiigt werden, erhilt man den néchsten iiberge-
ordneten Kurventyp, die B-Spline-Kurven. Blossoms liefern auf einfache Art und Weise die zugehori-
gen Kontrollpunkte. In dem Beispiel aus Abbildung 2.4 sind dies die Punkte blug,uq,uol, blug,uo,uz],
blug,up,us), bluy,us,us), blug,us,us] iiber dem Knotenvektor {uo, ug,uo,us,us,us,us }. Werden die In-
tervalle [ug,up] und [uy,us] weiter in u; € [ug,uz] und u3 € [up,us] unterteilt (siche Abbildung 2.5), so
entsteht der Knotenvektor {ug,ug,uo, u1,uz,u3,us,us,us} mit den dedizierten B-Spline-Kontrollpunkten
b[uo,uo,uo], b[uo,uo,ul], b[uo,ul,uz], b[ul,uz,u3], b[uz,u3,u4], b[u3,u4,u4], b[u4,u4,u4]. Blossoms er-
moglichen demzufolge in einfacher Form das Einfiigen von Knoten. Auf diesem Einfiigen von Knoten
basieren die Unterteilungsregeln der Unterteilungsflaichen, welche in den nachfolgenden Kapiteln aus-
fiihrlich behandelt werden.

0,0,0 I I I I I 4,4,4
uo ui uj us uq

Abbildung 2.5: Blossom Notation: Unterteilen des Kontrollpunktepolygons durch Knoteneinfiigen.
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NURBS

Eine Erweiterung der B-Spline-Kurve zur NURBS-Kurve ist durch eine Homogenisierung moglich. Ab-
bildung 2.6 zeigt dazu ein Beispiel: Die Kontrollpunkte aus dem R> werden durch ihre Gewichte Teil des
R3. Die B-Spline-Kurve wird im IR® aus den homogenen Kontrollpunkten gebildet. Durch eine Projekti-
on der B-Spline-Kurve im IR? in die Hyperebene w = 1, der so genannten Inhomogenisierung, resultiert

die rationale B-Spline-Kurve im RR?.

Abbildung 2.6: Geometrische Konstruktion einer rationalen B-Spline-Kurve

Blossom Flache

Die bisherige Vorgehensweise fiir Kurven ldsst sich auch auf Flidchen iibertragen, indem lediglich der
Kurven-Parameter ¢ € R durch einen Flichen-Parameter ¢ = (u,v) € R? ersetzt wird.

0 0
b31 b32

0
b33

3 ©
1 O
rh O
b0y =
tr = (u1,v1)
tr = (uz,v2)
13 = (u3,v3)

0
bOO

Abbildung 2.7: Verallgemeinerter de Casteljau Algorithmus fiir Bézier-Fliachen.
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Damit ergibt sich fiir ein bikubisches Blossom folgende schematische Darstellung (siehe Abbildung 2.7):

0 0 0 0
b30 b31 b32 b33

1
b9, bgl b9, bg3 = byln] by ] bin]
1§)
By by b, b, bioln] bii[n] bhLln] S bilh,n] b h,n]
I3
blo by by b byoltl] by, (1] by lt] bl ] b .0 = biglh,n,n]

2.2 NURBS-Kurven und Flachen

Erginzend zu der anschaulichen Vorstellung der NURBS mit Hilfe der Blossoms, folgt in diesem Ab-
schnitt ihre formale Einfiihrung iiber B-Spline-Basisfunktionen [PT95]. Wichtige Eigenschaften der
NURBS-Kurven und Fldchen werden ebenfalls erldutert.

Definition 3 (B-Spline-Basis-Funktionen). Die B-Spline-Basis-Funktionen N vom Grad p sind defi-
niert durch

Iou <u<ujgy

0 _
Ny (u) =
0 ,sonst
u—u; _ Wispr] —U _
NP () = =N/} (u) + P2 NI" | (u)
Uirp — U; Uitp+1 — Uit
mit U = {ug, ...y}, u; < iy ist der zugehorige Knotenvektor und i =0,...,m — 1.

Definition 4 (NURBS-Kurve). Es seien P; die Kontrollpunkte der NURBS-Kurve und w; die Gewichte
der Kontrollpunkte P, Weiterhin seien N! (u) die B-Spline-Basisfunktionen vom Grad p aus Definition 3
iiber dem nicht-uniformen Knotenvektor

U :{M0>"'aupaup+l>"'aumfpflaumfpa"'vum}

Eine NURBS-Kurve vom Grad p ist definiert durch

" N-p(M)W,'P,'
Clu) =201 —~ T 1 up <u <ty
im0 N7 (u)wi g e
mit m =n—+p+1. Gilt up = ... = u, sowie Uy_p, = ... =y, so liegt eine clamped NURBS-Kurve

vor. Der Anfangs- und Endkontrollpunkt wird interpoliert. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ist die
NURBS-Kurve unclamped.

Definition 5 (NURBS-Fliche). Es seien P;; die Kontrollpunkte eines gegebenen n x m Kontrollnetzes
und w; ; die Gewichte der Kontrollpunkte P;;. Weiterhin seien NY (u) und N]'.I (v) die B-Spline-Basisfunktionen
iiber den nicht-uniformen Knotenvektoren

U= {MOa"'7Mpaup+la'"7Mrfpflaurfpa"'vur}

V= {VOa ce ququJrla' .. 7vsqulausfqa cee 7VS}
mitr=n+p+lunds=m-+q+1.
Eine NURBS-Fliche vom Grad p in u-Richtung und Grad q in v-Richtung ist definiert durch
S(u,v) = i=0 Z?:ON,P(“)N?(V)WUPU
im0 20 N,P(M)N;](V)Wij
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Eigenschaften:

Die wichtigsten und fiir diese Arbeit essentiellen Eigenschaften der NURBS-Kurven und Fldchen sind
im folgenden aufgefiihrt, weitere sind u.a. in [PT95] beschrieben:

e Affine Invarianz: Eine affine Transformation der Kurve bzw. Fliche kann durch eine affine Trans-
formation der Kontrollpunkte ausgefiihrt werden. NURBS-Kurven und Fldchen sind weiterhin in-
variant unter perspektivischen Projektionen.

e Konvexe Hiille: Fiir u € [u;,u;1] liegt die NURBS-Kurve C(u) in der konvexen Hiille der Punk-
te P,_p,...,P. Wenn (u,v) € [uj,,ujg11] X [vjy,Vjo+1] gilt, dann befindet sich die NURBS-Fliche
S(u,v) innerhalb der konvexen Hiille der Punkte P;;, ip — p < i <o, jo—q < j < jo.

o Stetigkeit: Eine NURBS-Kurve vom Grad p und einem Knotenvektor mit Knoten der Vielfachheit
1 ist CP~!-stetig. Liegt ein Knoten uj, je {p+1,...,m— p—1} mit Vielfachheit k > 1 vor, so ist
die NURBS-Kurve an der Stelle u; CP~*_stetig. Diese Eigenschaft lisst sich direkt auf NURBS-
Flachen in u und v Richtung iibertragen.

e Variationsmindernde Eigenschaft: Keine Ebene in 3D respektive Gerade in 2D hat mehr Schnitt-
punkte mit der NURBS-Kurve als mit dem Kontroll-Polygon. Fiir Fldchen ist bislang keine korre-
spondierende Eigenschaft bekannt.

e Reduktion zu Bézier-Kurven: Eine NURBS-Kurve bzw. Fliche ohne innere Knoten, d.h. n =
p bzw. n = p und m = ¢, ist eine Bézier-Kurve respektive Bézier-Fldche. Weiterhin kann eine
NURBS-Kurve bzw. Fldche aus rationalen Bézier-Segmenten zusammengesetzt werden.

o Lokalitit: Anders als bei den Bézier-Kurven und Fldchen wirkt sich das Verdndern eines Kon-
trollpunktes P; bzw. P;; nur auf das Kurvenstiick [u;, ;4 ,+1] respektive Fliachenstiick [u;, uiypi1] X

V).V jgt] aus,

2.3 Unterteilungsflachen

Zur Generierung von Freiformflachenmodelle werden zur Zeit hauptsdchlich NURBS-Fldchen [PT95]
sowie Unterteilungsflichen [ZS99] verwendet. Der Einsatzschwerpunkt von NURBS-Flidchen liegt im
Industriedesign: Die Genauigkeit bei der Flichendarstellung, die sich durch die Parameterauswertung
ergibt, liefert entscheidende Vorteile fiir diesen Anwendungsbereich. Unterteilungsflichen hingegen wer-
den durch eine sukzessive Verfeinerung des Kontrollpunktnetzes gebildet. Die beliebige Topologie und
die Moglichkeit, mit Special Features Akzente im Modell zu setzen, erlaubt es mit Unterteilungsflichen
auf einfache Art und Weise komplexe Modelle zu erzeugen. Solche komplexen Modelle lassen sich mit
NURBS nur durch das Aneinanderfiigen vieler ausgeschnittener Teilstlicke generieren, da lediglich eine
feste Topologie in Form eines n x m Gitters zur Verfiigung steht.

Catmull und Clark erweiterten 1978 in [CC78] die uniformen bikubischen B-Spline-Flichen um
beliebige Valenzen und schufen damit einen neuen Oberflichentyp. Mit dieser Arbeit erdffneten sie
einen neuen Forschungszweig, der einer Vielzahl von Weiterentwicklungen folgten (siehe z.B. [ZS99]).
Die meisten Unterteilungs-Schemata lassen sich mit den folgenden Kriterien [ZS99] klassifizieren:

e Art der Verfeinerungsregeln (Vertex einfiigen oder Corner-Cutting).
e Art des generierten Kontrollnetzes (Dreiecke oder Vierecke).

e Approximierendes oder interpolierendes Verfahren.
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Die bislang weiteste Verbreitung fanden die Unterteilungsschemata von Catmull-Clark sowie von Loop.
Beide Verfahren sind approximierend und gehoren zur Klasse Vertex einfiigen. Das Catmull-Clark-
Verfahren liefert Vierecke beim Unterteilen und geht von bikubischen B-Splines aus, das Schema von
Loop erzeugt Dreiecke und basiert auf Box-Splines.

Im Abschnitt 2.3.2 werden zunichst die Unterteilungsregeln fiir kubische NURBS hergeleitet. Dar-
auf aufbauend werden in den Abschnitten 2.3.3 und 2.3.4 die Verfahren von Catmull-Clark und Loop
vorgestellt. Dabei werden lediglich die Hauptregeln von Catmull-Clark und Loop kurz zusammenge-
fasst, ein Uberblick iiber die diversen Modifikationen der Regeln ist u.a. in [ZS99] zu finden. In den
nichsten Abschnitten werden einige Begriffe benotigt, die im Folgenden definiert und erldutert werden
(siehe auch [ZS99]).

2.3.1 Notation und Terminologie

Eine Unterteilungsfliche ist definiert durch ein Kontrollnetz M°. Eine Anwendung der Unterteilungsre-
geln auf das Kontrollnetz M? liefert das verfeinerte Netz M'. Die Folge der Kontrollnetze konvergiert
gegen die Limitfliche L(M°). Die Punkte eines Kontrollnetzes M! in Unterteilungstiefe [ werden Kon-
trollpunkte Pl-l genannt. Die Valenz eines Kontrollpunktes Pil ist die Anzahl seiner inzidenten Kanten, die
Valenz eines Faces ist die Anzahl seiner Eckpunkte. Die Anordnung der Kontrollpunkte in einem n X m
Gitter wird als regulir bezeichnet. Eine Ubertragung auf die beliebige Topologie der Unterteilungsfli-
chen liefert: Besitzt ein Kontrollpunkt im Inneren eines Vierecksnetztes Valenz vier bzw. hat ein Kon-
trollpunkt eines Dreiecksnetzes Valenz sechs, so liegt ein reguldirer Kontrollpunkt vor. Ein Kontrollpunkt
auf dem Rand des Vierecksnetzes ist mit den Valenzen zwei und drei regulir. Bei einem Kontrollpunkt
auf dem Rand eines Dreiecksnetzes liegen mit den Valenzen zwei, drei und vier reguldre Punkte vor. In
den tibrigen Fillen handelt es sich um irreguldre Kontrollpunkte, auch aulerordentliche Punkte genannt.

Die I-Nachbarschaft N (Pll) eines Kontrollpunktes Pl-l besteht aus den Kontrollpunkten der Faces, die
P! enthalten. Die /-Nachbarschaft N'(F') eines Faces F! beinhaltet alle zu den Eckpunkten von F! adja-
zenten Faces. Zur Kantennachbarschaft gehoren die Kontrollpunkte zweier Faces, die eine gemeinsame
Kante teilen.

Bei einem Unterteilungsschritt werden drei Arten von neuen Kontrollpunkten erzeugt: Face-, Kanten-
und Vertexpunkte. Zur Berechnung der neuen Punkte werden unterschiedliche Ausschnitte aus dem Kon-
trollnetz bendtigt. Diese Ausschnitte werden in schematischer Darstellung als Masken bezeichnet. Die
Masken enthalten die Koeffizienten der Konvexkombinationen, die als Regelsatz dienen. Bei den vorge-
stellten Unterteilungsverfahren treten fiir die drei Arten von neuen Kontrollpunkten folgende Abhéngig-
keiten auf:

e Ein neuer Vertexpunkt Pf“ wird aus der 1-Nachbarschaft von Pl-l gebildet.
e Ein neuer Kantenpunkt wird aus seinen Kantennachbarn bestimmt.
e Ein neuer Facepunkt wird iiber die Eckpunkte seines Faces berechnet.

Diese Unterteilungsregeln werden auch als glatte Regeln (smooth rules) bezeichnet. Loop-Flichen kom-
men ohne Facepunkte aus, ESubs- und Catmull-Clark-Fldchen generieren neue Vertex-, Face- und Kan-
tenpunkte.

Durch die Anwendung alternativer Unterteilungsregeln konnen Special Features wie z.B. Spitzen,
scharfe oder halbscharfe Kanten erzeugt werden. Dazu werden die ausgewiesenen Masken der glatten
Regeln nicht vollstindig genutzt. Nur ein entsprechend markierter Teilbereich wird fiir den Regelsatz
herangezogen: Z.B. wird zur Berechnung eines neuen Vertexpunktes auf einer scharfen Kante nur seine
inzidenten scharfen Kanten beriicksichtigt statt seiner kompletten 1-Nachbarschaft. Auf diese Weise er-
hilt man eine lokale Reduktion der Stetigkeit und die Mdoglichkeit, auffallende Akzente in ein Modell zu
setzen.
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Die neu berechneten Kontrollpunkte werden ihrem jeweiligen Schema entsprechend zu einem Netz
verbunden. Bei Loop wird ein Dreiecksnetz generiert, bei den iibrigen Verfahren, die im folgenden vor-
gestellt werden, wird immer ein Vierecksnetz gebildet.

Der Limitpunkt von Pl.l ist durch L; = lim;_,.. Pl.l definiert. Mit N; wird die Normale von L(M°) an der
Stelle L; bezeichnet. Zur Berechnung des Limitpunktes wird die gleiche Maske wie zur Berechnung eines
Vertexpunktes benutzt. Die Normale des Limitpunktes wird {iber das Kreuzprodukt der zwei zugehérigen
Tangenten bestimmt. Die Tangenten werden ebenfalls mit der Vertex-Maske berechnet.

Zur Vereinfachung der Notation wird die Unterteilungstiefe / weg gelassen, wenn sie aus dem Zu-
sammenhang klar ist (z.B. P; statt Pl.l ).

2.3.2 NURBS-Unterteilungsregeln

In diesem Abschnitt werden die Unterteilungs- und Limitregeln fiir kubische NURBS-Kurven und biku-
bische NURBS-Flidchen hergeleitet, wobei sich die Rationalitit aus der Homogenisierung ergibt (siehe
Abbildung 2.6). Die Unterteilungsregeln von NURBS lassen sich auf die Unterteilungsregeln von unifor-
men B-Spline-Flachen reduzieren. Auf deren Grundlage wurden die Catmull-Clark-Fldchen entwickelt,
die Thema des nachfolgenden Kapitels sind. Fiir die Entwicklung der erweiterten Unterteilungsflichen
(ESubs) dienen die NURBS-Unterteilungsregeln ebenfalls als Ausgangsbasis. Der Herleitungsweg fiir
die Unterteilungsregeln fiir NURBS ist so gew#hlt worden, dass neben den eigentlichen NURBS-Regeln
auch die ESubs- sowie reguldren Catmull-Clark-Regeln auf einfache Weise abgeleitet werden konnen.
Die Notation in den folgenden Abschnitten ist angelehnt an [SSS98] und [SZBNO3].

2.3.2.1 Kurve

Im ersten Schritt wird die Verfeinerung einer kubischen, clamped B-Spline-Kurve betrachtet. Die Kurve
ist durch die Kontrollpunkte P, i = 0,...,n und den Knotenvektor U = {u_»,...,u,.,} definiert (siche
Abbildung 2.8). Der zugehorige Knotenintervallvektor ergibt sich aus den Eintrdgen d; = u;y1 — u; als
K= {d_z, ... 7dn+1} mitd ,=d_=dy=0und d,_ =d, =d,-1 =0.

3,4,5

P
1,2,3
P o )
dg Py
1,1,2 1,1,1 66,6 5,6,6
U_2=U_1=Uy)—U] up usz ug us U — U7 — U8 — U9
-in -
Knotenintervalle: dy diy d» di dy dg

Abbildung 2.8: Kubische B-Spline-Kurve mit Knotenvektor. Die Bézier-Kurvensegmente mit ihren ent-
sprechenden Kontrollpunkten sind farbig markiert.
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Jede Kante des Kontrollpolygons bekommt ihr entsprechendes Knotenintervall zugewiesen (siehe
Abbildung 2.8). Dieses Knotenintervall bestimmt den Definitionsbereich des zugehorigen Kurvenseg-
mentes, welches in Bézier-Form durch die lokalen Bézier-Kontrollpunkte By, B1,B,,B3 reprisentiert
wird (siche Abbildung 2.8). Aus diesen Knotenintervallen erhélt jeder Vertex P; einen lokalen Kno-
tenintervallvektor

Ki={di_»,di_1,d;,di;1}

und einen lokalen Knotenvektor
K ={di-2,di-1,d;,di11,d;:2}

mitdy = Y57} ydj k=i—2,...,i+2und d; =0 fiir j <Ound j >n—1.

b[u2+u3 uz+uy uztuy Ug+us

27u3a2] b[27u4a2]

U_y2=U_1=Uy)—U] up usz ug us U = U7 — Ug = Ug
-in * * * * * -
Knotenintervalle: dy di dr d3 ds ds dg

Abbildung 2.9: Verfeinerung einer kubischen B-Spline-Kurve durch Knoteneinfiigen. Die Bézier-
Kurvensegmente mit ihren zugehorigen Kontrollpunkten sind farbig markiert.

Eine Verfeinerung der nicht-uniformen B-Spline-Kurve durch mittiges Knoteneinfiigen von {..., u;,

Uirl,...pzuf{... u;, %,MH_I, ...} mit Hilfe des zugehorigen Blossoms bt ,1,, 3] liefert fiir jede Kan-

te und jeden Vertex neue Kontrollpunkte (siehe Abbildung 2.9):

E; = b [u;, "S5 ui
1
=5 (Bi+B)
_ (dis1+di/2) - Pit (di1+di/2)- Py
di1+di+digq
=: subdivCurveEdge (P, P;y1,d;i—1,d;,di+1) (2.9)

Ve[t 4]
1 (di-Ei_1+di1-E;
= — . P
2 ( diy+d; +h
=: subdivCurveVertex (P,_1, P, Piy1,di—2,...,di+1) (2.10)

wobei Bj und B, die lokalen Bézier-Kontrollpunkte von P;_1, P;, P11, P;1o sind.
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Werden diese Unterteilungsregeln unendlich oft fiir 7 und seine 1-Nachbarschaft angewendet, so
erhilt man den Limitpunkt von P;. Den gleichen Punkt erhdlt man durch die Berechnung der lokalen
NURBS-Kurve am Parameterwert d; im lokalen Kurvensegment der Kontrollpunkte Py, P;, Py, Piio
und dem lokalen Knotenvektor K' von P.

Die Regeln zur Berechnung des Limitpunktes und des Tangentenvektors von P; sind:

Ll' :b[ui,ui,ui]
_ di-P 1+ (dio+di 1) P,
T di+d; diy+dioy+d;
dicx  (di+diy1)-Pi+dioi Py
di+d; di1+di+dipq
=: limitCurveVertex(P,_1, P, Prr1,di—2,...,di+1) (2.11)

_l’_

T; = blui, w1, ui] — blui—y,ui,u;)
(di+dis1) Pi+di Py di-Poa+(dia+dioa) - P
di1+di+digq dio+di_1+d;
: tangentCurveVertex (P,—1, P, Piy1,di—2,...,dit1) (2.12)

Aus diesen Unterteilungsregeln ergibt sich bei einer clamped Kurve Vy = Py = Ly,V, = P, = L, und
Eo=Vo,Ep—1 =Vy.

d3
E;

Abbildung 2.10: Die neuen Knotenintervalle werden nach dem Unterteilungsschritt den neuen Kanten
zugewiesen. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird bei der Zuweisung Faktor zwei verwendet, wel-
ches die Teilverhiltnisse unveridndert ldsst.

2.3.2.2 Fliche

Die Unterteilungs- und Limitpunktregeln der Kurve konnen nun einfach auf eine Fliche (sieche Abschnitt
2.2) iibertragen werden. Die Eintrdge der beiden dedizierten Knotenintervallvektoren der Fliche werden
jeweils einer kompletten Reihe bzw. Spalte zugeordnet (siche Abbildung 2.11).

Ebenso wie bei der NURBS-Kurve kann die NURBS-Flidche durch Bézier-Patches représentiert wer-
den. Zur Herleitung der lokalen Bézier-Kontrollpunkte wird die Notation aus Abbildung 2.11 verwen-
det. Um die lokalen Bézier-Kontrollpunkte B und C des Faces 6 zu berechnen, sind die Kontrollpunkte
Py,...,P; sowie der vertikale lokale Knotenintervallvektor K§ = {d;,d>,d3,ds} und der horizontale lo-



2.3. UNTERTEILUNGSFLACHEN 25

dy dy dy dy
Ps Ps Ps P Fs
‘ ‘<- . ) =) =) .LJ T T .L
e e e e.
! L Iss 2 hs || e 3 les | | 4
v
d 3 d3 Face 5 d3 Face 5 d3 Face 6 d3
4 b -+ d
V4 Is Ios Ioe I
d3 5 = = [ = = =]
V3 ' P ' s P
P Py etoP g 2R g, B, | P
2 L Iig 1 Mo 37 |
\%] Ios
Face 8 Face 7 Face 8 Face 7
di dr dy| | dy| | da| |
Vi Igg m Iz Ir7
ml 1 1 M 1 1 O
@ L L @ @ @
el PS (%) P4 es P7 €4 el PS (5] P4 es P7 é4
di d d d

ui un us uq us

(4] (5] es €4

Abbildung 2.11: Teilstiick eines Kontrollnetzes einer bikubischen NURBS-Fléche. Fiir Face 6 ist die
Darstellung durch ein bikubisches Bézier-Patch angegeben.

kale Knotenintervallvektor K{)’ = {e1,e2,e3,e4} des Punktes Py notig.

B = b[(u3,\/3),(M3,V3),(M3,V4)]
((ds +dy) -limitCurveVertex (Py, Py, Ps, ey, . . . ,e4)
+ d, -limitCurveVertex (Ps, Py, Ps, €1, ... ,e4))/(da + ds + dy) (2.13)

Cc = b[(u3,V3),(M3,V3),(M4,V3)]
= ((es +e4) - limitCurveVertex (Py, Py, P, dy . .. ,dy)
+ e; - limitCurveVertex (P7, P3, P, d1, ... ,dy)) /(€2 + €3+ e4) (2.14)

Zur Bestimmung des lokalen Kontrollpunktes / reichen die Eckpunkte des Faces 6 und K}y, K(’)l aus:

I = b[(uz,v3),(u3,v3),(ug,vs4)]

_ (e3steq)-(ds+dy) -Po+(estes)-dr-Pr+ey-do-Po+er-(ds+dy)-Ps) (2.15)

- (ea+e3+er) (dy+dz+ds) .
Punkt I heilit innerer Bézier-Kontrollpunkt. Zur Vereinfachung der Notation {iber dem gesamten Kon-
trollnetz wird ein innerer Bézier-Punkt mit der Bezeichnung I;; versehen, wobei j das zugehorige Face
und i den entsprechenden Kontrollpunkt angibt, mit deren Hilfe /;; aus den Punkten des Faces j und
den lokalen Knotenintervallvektoren von Punkt P; gebildet werden kann. Somit ist z.B. Ipg = I ein in-
nerer Bézier-Punkt, welcher aus den Punkten des Faces 6 und den lokalen Knotenintervallvektoren des
Kontrollpunktes P, berechnet wird.

Aus den inneren Bézier-Punkten rund um P lisst sich der lokale Kontrollpunkt A berechnen:

A = b[(u3,V3),(u3,V3),(u3,V3)]
e3-dy-los+ey-dy-log+er-ds-lo7+e3-dz-Ipg
(e2+e3) - (dy +d3)
= lil’nitPOint(Po,...,Pg,el,...,64,d1,...,d4) (2.16)

A ist der Limitpunkt zu Py. Damit erhilt man mit der Berechnungsvorschrift zu A ebenso die Formel
zur Limitpunktbestimmung. Die restlichen lokalen Bézier-Kontrollpunkte lassen sich auf gleiche Art und
Weise mit den entsprechenden lokalen Knotenintervallvektoren bestimmen.
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dy dy dy ds ds ds
Ps P Fs Ps P Fs
.J T T .L ‘ .J T T .L .
el Iss (5] b es [} el (%) es é4
b 7 i b i
ds| | B 4 | d3 ds| | ds| | ds
Iis Ios
S1 E; | So B
[l 1 1 0 Ol . O
L L @ L L L 4
el P1 (5] PO es P3 €4 el P1 I (%) PO | es P3 é4
d> d> d da d> dy
L L @ Cj : : .r L 4
el PS (5] P4 es P7 €4 el PS (%) P4 es P7 é4
d1 d1 d1 d1 dl dl

Abbildung 2.12: Unterteilung eines NURBS-Patches: Neuer Facepunkt (links) und neuer Kantenpunkt
(rechts). Die Polygonziige (P, P;, Ps) und (P4, Py, P>) sind blau unterlegt, sowie die Hilfspunkte Sy, So.

Mittiges Knoteneinfiigen in beiden Knotenvektoren der Flidche liefert drei Arten von neuen Kontroll-
punkten: Neue Facepunkte F; , neue Vertexpunkte V; und neue Kantenpunkte E; (siche Abbildung 2.12
und 2.13). Unter Anwendung der Notation aus den Abbildungen 2.11, 2.12 und 2.13 wird die Berech-
nung neuer Face-, Vertex- und Kantenpunkte anhand des Beispiels Fs, £ und V; gezeigt.

Der neue Facepunkt F5 ergibt sich aus:

[(u3,V3), (lnzﬂa @)a (M4,V4)]

“(los +I1s +Is5 + Is) (2.17)

Fs =

Ein Polygonzug, der aus den Kontrollpunkten des Kontrollnetzes gebildet wird und entlang beste-
hender Kanten des Kontrollnetzes verlduft, wird mit (P,,...,P,) bezeichnet. Es sei S| der neue, durch
Unterteilung entstandene Vertexpunkt der Kurve, welche aus dem Polygonzug (P, Py, Ps) und dem lo-
kalen vertikalen Knotenintervallvektor K| von Py konstruiert wurde. Ebenso sei Sy der neue Vertexpunkt
der Kurve (Py, Py, P;) mit K von Py. Dann erhilt man den neuen Kantenpunkt £ durch:

Ei = b[(uz,v2), (u3, ), (u3,v3)]
= subdivCurveEdge(S1,S0,e1,e2,€3) (2.18)

Eine Unterteilung der Kanten der Kurve (P}, Py, P;) mit dem lokalen Knotenintervallvektor Kg von Py
liefert die Punkte M; und M3 (siehe Abbildung 2.13). Auf gleiche Art und Weise erhilt man die Punkte
My und M, durch Unterteilung der Kante der Kurve (P4, Py, ;) mit dem lokalen Knotenintervallvektor
K; von Py. Der neue Vertexpunkt der Fliche errechnet sich nun aus:

Vo = b[(”z‘g’”,Vz‘;’3),(u3,v3),(”3‘§“4,V3J2“V4)]
l.<€3-d2-F5+€2'd2'F6+€2-d3-F7+€3-d3'F8
4 (82+€3)'(d2+d3)

e3-Mi+ex-Mz dy -My+dz-M.
Lo Mite My - Matds 4~|—P0>

2.19
erte3 dy +ds ( )
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dy dy dy dy dy dy
Ps P P Ps P Ps
.J T T .LJ T T 'L .J T T tJ T .L
4] e e3 () 4] e ™~ Y» e3 ey
i F: T F ] i i i
-5 My \ -6 ds ds ds
d3| | d3| d3| | | i |
L
Vi X X, Ti X
- — & O b Py l(i} — - ibJ
4] P1 e M PO e3 Ms P3 () 4] P1 e PO ™~ Yo e3 P3 ey
Iy d I
m 2 =]
d| | M do| | do| | dr| | dp| |
m] 1 1 m 1 1 I} ml 1 1 M 1 I}
® ® ®; ®
el PS e P4 e3 P7 [} el PS e P4 Yy e3 P7 é4
d d d d d d

Abbildung 2.13: Links: Unterteilung eines NURBS-Patches: neuer Vertexpunkt. Die Polygonziige
(Py,Py,P3) und (Py, Py, Py) sind blau unterlegt, sowie die Hilfspunkte M, ..., My. Rechts: Bestimmung
der Tangenten.

Wertet man die NURBS-Teilfldche, welche durch die Kontrollpunkte Py, ..., Ps und die lokalen Kno-
tenintervallvektoren KK} von Py definiert ist, fiir den Parameter (u3,v3) aus, so erhilt man den Limit-
punkt von Fy. Die Regel zur Bestimmung des Limitpunktes ist (sieche auch Formel (2.16)):

L b[(u3,v3), (u3,v3), (u3,v3)]
es-dy-lps+ex-dy-log+ex-ds-ly7+e3-ds- g

(e2+e3) - (dy +d3)

A

limitPoint(Py, . .. (2.20)

7P87el7"'7e4‘7d17"'7d4)

Zur Berechnung der Limitnormale (siehe Abbildung 2.13) von P, sind die drei ,,vertikalen* Kurven
(Ps,P1,Ps), (Py,Po, Pa), (P1,P3, Ps)

mit vertikalem, lokalen Knotenintervallvektor K von Py und die drei ,,horizontalen Kurven
(Ps, Py, Pr), (P1,Po, Ps), (Ps, P>, Ps)

mit horizontalem lokalen Knotenintervallvektor K{)’ von Py erforderlich. Die Limitpunkte der vertikalen
Kurven von (P;, Py, P3) werden mit X;, Xy, X3 bezeichnet. Ebenso werden die Limitpunkte der horizon-
talen Kurven von (Py, Py, P;) mit Yy, Yy, Y, benannt. Damit ergibt sich die Limitnormalen-Regel als:
N |7y x T
[(b(uz,v3), (u3,v3), (us,v3)] —
(b[(u3,v3), (u3,v3), (u3,v4)] —

[ us,vs), u3,V3),(u3,V3)]) X

) (
[(u3,\/3), (” ,V3), (”37‘}3)])”

) %

|

= |[tangentCurveVertex (X;,Xo, X3, €1, .., €4
tangentCurveVertex (Y4, Yy, Y2,dy, ... ,d4)|]
= hmltNormal(Po,...,Pg,el,...,e4,d1,...,d4) (2.21)

Die neuen Knotenintervalle werden den neuen Kanten zugewiesen (siche Abbildung 2.14).
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dy dy dy dy dy
Ps Fs Ps e P e Fs
L @ L L L
€1 €4 €l eyq
ds d3 d3 d3
L @ L L
€L P Py €4 ‘1 P Py c4
dj d> dp dy
L L @ L L L
el P8 (%) P4 es P7 €4 (4] P8 (%) P4 es P7 é4
d1 d1 d1 d1 dl dl

Abbildung 2.14: Die neuen Knotenintervalle werden zu den neuen Kanten zugewiesen (links). Zur Ver-
einfachung der Schreibweise wird bei der Zuweisung Faktor zwei verwendet, welches die Teilverhalt-
nisse unveridndert lédsst (rechts).

2.3.3 Catmull-Clark-Unterteilungsfliichen

Setzt man in Formel (2.17) bis (2.21) die Knotenintervalle uniform, so erhdlt man die Unterteilungs-
sowie Limitpunkt- und Normalenregeln fiir uniforme B-Spline-Fldchen (siehe Abbildung 2.16). Catmull
und Clark erweiterten in [CC78] diesen Regelsatz: Statt eingeschriankter n x m Kontrollnetzstrukturen
sind beliebige Topologien im Kontrollnetz verwendbar.

Unterteilungsschritt Unterteilungsschritt

>

) ) . b bbbl
P -
-+ .
> > > >
e 2o -
PSS -
T T T T T 7T 17 T 7T
Kontrollnetz M° Kontrollnetz M! Kontrollnetz M?

Abbildung 2.15: Catmull-Clark-Unterteilungsschema. Die rot markierten Punkte sind irregular.

Das Unterteilungsschema von Catmull-Clark ist in Abbildung 2.15 dargestellt. Ausgehend von ei-
nem Ausgangskontrollnetz M° mit Vertices und Faces beliebiger Valenz, werden wihrend eines Un-
terteilungsschrittes neue Face-, Kanten- und Vertexpunkte bestimmt. Die neuen Punkte werden wie in
Abbildung 2.15 gezeigt verbunden. Dabei entstehen aus einem n-Eck n neue Vierecke. Der neue Face-
punkt besitzt demzufolge Valenz n. Das resultierende Kontrollnetz M' ist ein reines Vierecksnetz. Beim
Unterteilen der Fliache wichst die Faceanzahl exponentiell: aus m Vierecksfaces werden nach / Unter-
teilungsschritten m - 4! neue Faces. Beim Unterteilen des Ausgangskontrollnetzes M° erhoht sich die
Anzahl der irreguliren Punkte um die Anzahl der n-Ecke, n # 4, in M. Fiir alle weiteren Unterteilungen
des Kontrollnetzes M', [ > 0, bleibt die Anzahl der irreguliren Punkte konstant. Die jeweils neu berech-
neten Face- und Kantenpunkte sind immer regulir. Vertexpunkte behalten beim Unterteilen ihre Valenz.
Wird ein Kontrollpunkt P! des Kontrollnetzes M’ mit seiner 1-Nachbarschaft unendlich oft unterteilt, so
erhdlt man mit L; = lim;_., Pl-l seinen Limitpunkt auf der Unterteilungsfliche. Die Normale des Limit-
punktes L; wird durch I_Vi = Tl X Tz berechnet [HKD93], wobei Tl,Tz die beiden Oberflichentangenten
an der Stelle L; sind. Ebenso wie die B-Spline-Fliche ist die resultierende Unterteilungsfliche C>-stetig
mit Ausnahme der irregulidren Punkte, dort liegt lediglich eine C!-Stetigkeit vor [ZS99].
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1

Unterteilungs
Masken
neuer neuer neuer
Facepunkt Kantenpunkt Vertexpunkt
L 1 1L 3 L
4 4 16 16 64 l 32 64
[
*
1 13 30 3] 9 !
4 4 8 8 32 16 32
1 1L T3 1
16 16 64 32 64
Limitpunkt Normalen
Maske Maske
1 1 1
36 9 36 1] -1 410 11
0| —4 0|4
1 4 1 e o
9 9 9
-1 -1 —410 —1]1
L 1 L
36 9 36

Abbildung 2.16: Unterteilungs- und Limitpunktregeln sowie Normalenberechnung bei uniformen
B-Spline-Flachen.
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Abbildung 2.17: Masken fiir Face- und Kantenpunkte mit beliebigen Facevalenzen a und b.

! Y

kZD Dkz/. 2 Yi—1
1—2/k
=
. kLZD a &
" /1

Y4 Y5

Abbildung 2.18: Berechnung eines Vertexpunktes mit Vertexvalenz k und beliebigen Facevalenzen
(links). Die griinen Quadrate markieren die dazu benétigten neuen Facepunkte. Maske fiir Vertex- und
Limitpunkte mit Vertexvalenz k in einem Viereckskontrollnetz (rechts).

Catmull-Clark-Regeln | (¢ Bi Y

Unterteilung (Abb. 2.18) | 1 — 5 — ¢ | 537 o’

Limitpunkt (Abb. 2.18) | 1 — ki—S ﬁ m

Normale (Abb. 2.18)

Tangente T 0 a(k) Ccos 2n(;’(+1) cos 2”(;?1) +cos 27'5(;'(+2)
Tangente 7> 0 a(k) cos % coS % £ cos 271.'(;':-1)

Tabelle 2.1: Gewichte fiir einen Unterteilungsschritt sowie Limitpunkt- und Tangentenberechnung bei
Catmull-Clark-Unterteilungsflichen mit a(k) = 1+ cos 2Z +cos £4/2(9 + cos 2Z).
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Der Regelsatz fiir Catmull-Clark-Flidchen ist in Abbildung 2.17 und 2.18 sowie Tabelle 2.1 auf-
gefiihrt. Neue Face-, Kanten- und Vertexpunkte werden durch Konvexkombinationen ihrer 1-Nachbar-
schaften berechnet, die entsprechenden Gewichte sind in Abbildung 2.17 und 2.18 présentiert. Der
neue Vertexpunkt von Pé mit Valenz k im Viereckskontrollnetz ergibt sich beispielsweise aus seiner
1-Nachbarschaft Pél., le,i durch:

k=1
P =P+ Y i P+ % Py
i=0

Die Regeln zur Limitpunkt- und Limitnormalenberechnung von Pl-l aus seiner 1-Nachbarschaft in M’ sind
in Tabelle 2.1 aufgelistet [HKD93].

Special Features

Um besondere Akzente im Modell wie z.B. Falten, Knicke und Spitzen zu erhalten, bieten sich die Spe-
cial Features der Unterteilungsflachen an. Zur Erzielung dieser Effekte nutzen die Unterteilungsregeln
nicht die kompletten ausgewiesenen Masken, sondern beschridnken sich auf einen geeigneten Teilbereich.
Der Regelsatz fiir Special Features ist in Tabelle 2.2 sowie in Abbildung 2.19 aufgelistet. Mit diesem Re-
gelsatz lassen sich z.B. Spitzen (Corner), glatt auslaufende scharfe Kanten (Darts) sowie scharfe und
halbscharfe Kanten erzeugen. Bei einem Corner wird der entsprechend markierte Kontrollpunkt beim
Unterteilen unverindert ibernommen, daraus resultiert eine Spitze im Modell. Knicke im Modell ent-
stehen durch einen als scharf markierten Kantenzug, nur die Kontrollpunkte auf den scharfen Kanten
werden im Regelsatz verwendet. Halbscharfe Kanten kénnen erzielt werden, indem n—mal der schar-
fe Regelsatz und anschlieBend der glatte Regelsatz angewendet wird. Um Darts zu erreichen werden
in der 1-Nachbarschaft des Endvertex der scharfen Kante stets die glatten Regeln angewendet, wie in
Abbildung 2.19 demonstriert.

scharfe Kanten und Rinder | 0 ﬁi Yi
) 3 g s
Unterteilung (Abb. 2.19) 7 3 fiiri = i) h> 0
0 sonst
Limitpunkt (Abb. 2.19) : § firi=g,h, 0
0 sonst
Normale (Abb. 2.20)
. . siniZ+sin(i+1) %
Tangente Ty (k >2) 4r(k) (cos § —1) | =r(k) (1 +2cos f) fiir i = 0.k, ((3+—()k))
13
4sinif
(3+cos %)k sonst
Tangente T 0 1firi=0, —1firi=k 0
) )
0 sonst

cos F+1

Tabelle 2.2: Special Feature-Regeln fiir Catmull-Clark mit r(k) = B E(3re0cE)
3 3
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O E—)— Kantenpunkt: Vertexpunkt: Limitpunkt:
3 4
O Om——Cm—— | Om—p— 1L mé-) i 1 Cqé-) 1
2 2 8 8 6 6
AAAAL Beooa B B oo B
0. 0 0 0 O O O

Abbildung 2.19: Regelsatz fiir eine scharfe Kante (schwarz markiert). Bei einer weich auslaufenden
scharfen Kante werden in der 1-Nachbarschaft des Kantenendes die glatten Unterteilungsregeln (blau
gekennzeichnet) benutzt (links). Der iibrige Bereich der scharfen Kante verwendet die scharfen Regeln
fiir neue Kantenpunkte, neue Vertexpunkte und Limitpunkte.

Abbildung 2.20: Maske fiir die Normalenberechnung bei Catmull-Clark-Fldchen an einer scharfen Kan-
te.

Im Gegensatz zu einem Limitpunkt, der aus den glatten Regeln resultiert, kann ein Limitpunkt, wel-
cher mit Hilfe des Special Feature-Regelsatz berechnet wurde, mehrere Normalen besitzen (siche Abbil-
dung 2.20). Hat der Special Feature-Limitpunkt s inzidente scharfe Kanten, so sind ihm s glatte Regionen
und demzufolge s Normalen zugeordnet. Die zwei dedizierten Tangenten fiir jede Region verlaufen ent-
lang der scharfen Kante sowie quer zur scharfen Kante. Die entsprechenden Regeln sind in Tabelle 2.2
aufgelistet.

2.3.4 Loop-Unterteilungsflichen

Charles Loop stellte in [Loo87] eine Unterteilungsfliche des Typs approximierend, zur Klasse Vertex
einfiigen gehorend und Dreiecksnetz erzeugend vor [ZS99]. Loop’s Fliche basiert auf Box-Splines und
verwendet Dreiecksnetze beliebiger zwei-mannigfaltiger Topologie.

Unterteilungsschritt Unterteilungsschritt
=
= =4
=
Kontrollnetz M° Kontrollnetz M' Kontrollnetz M?

Abbildung 2.21: Loop-Unterteilungsschema.

Bei einem Unterteilungsschritt werden neue Kanten und Vertexpunkte berechnet, die wie in Abbil-
dung 2.21 illustriert, verbunden werden. Aus einem Dreieck entstehen somit beim Unterteilen 4 neue
Dreiecke. Die Faceanzahl wichst ebenfalls wie bei den Catmull-Clark-Flachen exponentiell: nach / Un-
terteilungsschritten eines Kontrollnetzes mit m Dreiecken liegen m - 4! Dreiecke vor. Ebenso bleibt die
Anzahl der irreguldren Vertices beim Unterteilen konstant, d.h. die neu hinzu kommenden Vertices sind
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immer regulidr. Der Regelsatz zum Unterteilen der Flache sowie zur Limitpunkt- und Normalenberech-
nung ist in Tabelle 2.3 und Abbildung 2.22 aufgelistet. Die resultierende Unterteilungsfliche ist C>-stetig
mit Ausnahme der irreguliren Punkte, dort liegt lediglich eine C'-Stetigkeit vor [ZS99].

1

8

ool
ool

L
8

Abbildung 2.22: Masken fiir Kanten-, Vertex- und Limitpunkte mit Vertexvalenz k fiir Loop-
Unterteilungsflachen.

Loop-Regeln o Bi
Unterteilung (Abb. 2.22) | 1 — ka(k) a(k)
Limitpunkt (Abb. 2.22) |1 — ——* 1

3/(8a(k)+k | 3/(Ba(k))+k

Normale (Abb. 2.22)

Tangente T 0 cos %
Tangente T» 0 sin %

Tabelle 2.3: Gewichte fiir einen Unterteilungsschritt sowie Limitpunkt- und Tangentenberechnung bei

Loop-Unterteilungsflichen mit a(k) = } (% — (3 +cos 27”)2) :

Special Features

Fiir Loop-Fldachen stehen die gleichen Special Features wie bei den Catmull-Clark-Flachen zur Verfii-
gung. Die Anwendungsweise ist die gleiche wie bereits fiir Catmull-Clark-Flachen beschrieben, ebenso
werden auf den scharfen Kanten die selben Gewichte benutzt wie in Abbildung 2.19 illustriert. Der ent-

Abbildung 2.23: Maske fiir die Normalenberechnung bei Loop-Flidchen an einer scharfen Kante.
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sprechende Regelsatz zur Unterteilung, Limitpunktbestimmung und Normalenberechnung ist in Tabelle
2.4 mit Abbildung 2.23 aufgefiihrt.

scharfe Kanten und Rénder | o Bi
Unterteilung (Abb. 2.19) 3 s firi =g, h,
0 sonst
Limitpunkt (Abb. 2.19) : L fiiri =g, h,
0 sonst
Normale (Abb. 2.23)
Tangente T 0 1firi=0, —1firi=k,
0 sonst
Tangente T’z (k>13) 0 %ﬁ_z fiir i = 0, k,
sin k’f—’l sonst

Tabelle 2.4: Special Feature-Regeln fiir Loop-Unterteilungsflichen.

Die vorgestellten Catmull-Clark- und Loop-Regeln entsprechen dem originalen Regelsatz beider Fl4-
chen, die auch in den nachfolgenden Kapiteln dieser Arbeit verwendet wurden. Fiir beide Unterteilungs-
schemata existieren diverse Regelmodifikationen. Ein Uberblick iiber diese Regelinderungen und Fli-
chenvariationen ist in [ZS99] zu finden.



Kapitel 3

Erweiterte
Unterteilungsflachen

Catmull und Clark erweiterten 1978 in [CC78] die Unterteilungsregeln fiir uniforme B-Spline-Flichen
um beliebige Valenzen und schufen damit einen neuen Oberflachentyp. Es liegt daher als Weiterent-
wicklung nahe, die Unterteilungsregeln fiir NURBS ebenfalls um beliebige Valenzen zu ergidnzen. Ab-
schnitt 3.1 gibt einen Uberblick iiber bereits bestehende Verfahren, klassifiziert sie und zeigt ihre Vor-
und Nachteile auf. Anhand gebriauchlicher Anwendungen im CAD- und Computergraphik-Umfeld wird
in Abschnitt 3.2 ein Anforderungsprofil fiir eine nicht-uniforme Unterteilungsfliche skizziert. Da bei
den bereits vorhandenen nicht-uniformen Unterteilungsflichen wichtige Punkte im Anforderungsprofil
fehlen, wird eine neue erweiterte Unterteilungsfliche (extended Subdivision Surface: ESubs) prisen-
tiert. Der Regelsatz ist Thema des Abschnitts 3.3. Fiir reguldre sowie irregulidre Topologien werden die
Unterteilungs- und Limitregeln detailliert vorgestellt. Einhergehend mit den Limitpunktregeln wird in
Abschnitt 3.4 die Konvergenz der Unterteilungsregeln untersucht. Eine abschlieBende Betrachtung der
Stetigkeitseigenschaften der Fliche in Abschnitt 3.5 rundet die Analyse der neuen Fliche ab. Der letz-
te Abschnitt 3.6 dieses Kapitels widmet sich den Special Features, die ebenso wie bei Catmull-Clark-
Flachen ergidnzende Modellierungsoptionen bieten. Die ESubs-Unterteilungsflichen wurden in [MRF06]
vorgestellt.

3.1 Uberblick und Klassifizierung bisheriger Ansiitze

Im Bereich nicht-uniformer Unterteilungsfliichen als Verallgemeinerung von NURBS- und Catmull-
Clark-Fliachen stehen die Flachentypen aus [SSS98] und [SZBNO3] von Sederberg et. al. zur Verfiigung.
Nach den Klassifizierungskriterien aus [ZS99] gehoren diese nicht-uniformen Unterteilungsflichen in
die Kategorie Vertex einfiigend, approximierend und Vierecksnetz erzeugend. Um innerhalb dieser Kate-
gorie eine deutlichere Abstufung zu erhalten, ist die Hinzunahme folgender Kriterien sinnvoll:

e uniformer oder nicht-uniformer Flachentyp
e Verfiigbarkeit von Limitpunktregeln

Eine NURBS-Unterteilungsfliche (siehe Abschnitt 2.3.2), als Basisfldche fiir alle weiteren vorgestellten
Fldchen, erhilt somit in der Klassifizierung die Zusatzattribute nicht-uniformer Fldchentyp und Limit-
punktregeln verfiigbar.

Die Knotenintervallbelegung einer nicht-uniformen Unterteilungsflache kann iiber die Moglichkeiten
einer nicht-uniformen B-Spline-Flidche hinausgehen, daher ist folgende Definition notig:

35
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Definition 6 (konforme und nicht-konforme Faces). Es sei M ein Viereckskontrollnetz mit Knoteninter-
vallen auf seinen Kanten und F ein Face von M. Sind die Knotenintervalle auf den gegeniiberliegenden
Seiten von F gleich, so ist F ein konformes Face. Ist dies nicht der Fall, so heifit F nicht-konformes Face.

Das Kontrollnetz der NURBS-Unterteilungsflichen besteht aus konformen Faces. Bei den allgemei-
nen nicht-uniformen Unterteilungsflachen konnen jedoch auch nicht-konforme Faces auftreten.

Sederberg et. al. erweiterten als erste in [SSS98] die Unterteilungsregeln von bikubischen NURBS-
Fldchen um beliebige Valenzen zu Non-Uniform Recursive Subdivision Surfaces (NURSS). Im nicht-
uniformen Kontrollnetz der NURSSes konnen die Knotenintervalle beliebig gesetzt werden, Special
Features werden durch ausgewéhlte null wertige Knotenintervalle erzielt. Werden alle Knotenintervalle
uniform gewihlt, so reduziert sich die Flache auf eine Catmull-Clark-Flache. Ebenso erhélt man bei der
Verwendung eines Viereckskontrollnetzes mit regulidrer Topologie und konformen Faces aus den NURSS
eine NURBS-Fliche. NURSSes konvergieren gegen eine Grenzfliche, Limitpunktregeln konnen jedoch
nicht angegeben werden.

In [SZBNO3] présentierten Sederberg et. al. eine weitere Form der nicht-uniformen Unterteilungsfla-
chen: Non-Uniform-Rational-Catmull-Clark-Fldchen (NURCCs) sind im Regelsatz identisch mit NURS-
Ses, erlauben jedoch nur gleiche Knotenintervalle an gegeniiberliegenden Vierecksseiten. Mit dieser Ein-
schriankung erreichen sie stationdre Unterteilungsregeln, wodurch eine lokale Verfeinerung im Kontroll-
netz moglich wird. NURCCes mit diesen lokalen Verfeinerungen iiber T-Vertices werden T-NURCCes
genannt. Kontrollpunkte konnen somit beliebig im Kontrollnetz als T-Vertices eingefiigt werden, ohne
die Limitfliche zu veridndern. Limitpunktregeln selbst sind jedoch bislang nicht verfiigbar.

3.2 Motivation und Anforderungen

Um im CAD- und Computergraphik-Umfeld eingesetzt zu werden, sollte eine neue Fliche aus der Kate-
gorie nicht-uniforme Unterteilungsflachen die folgenden Anforderungen erfiillen:

Verallgemeinerung von NURBS- und Catmull-Clark-Flichen : NURBS- sowie Catmull-Clark-FIa-
chen sollen mit dieser Flachenkategorie darstellbar sein: Liegen im Kontrollnetz nur uniforme
Knotenintervalle vor, so reduziert sich die Fliache zu einer Catmull-Clark-Fliche. Eine NURBS-
Flache ergibt sich, wenn in einem Viereckskontrollnetz eine reguldare Topologie mit konformen
Faces vorliegt.

Nicht-konforme Faces : In Erweiterung zu der Knotenintervallbelegung von NURBS soll es moglich
sein, unterschiedliche Knotenintervalle auf gegeniiberliegenden Seiten eines Faces zu setzen. Dies
erlaubt eine grofere Flexibilitdt und Vielfalt in der Modellgenerierung. NURBS-Kontrollnetze mit
unterschiedlichen Knotenvektoren kdnnen beispielsweise auf diese Weise zusammengesetzt wer-
den. Weiterhin werden spezielle Effekte und Formen mit nicht-konformen Faces moglich.

Limitpunktregeln : Zum Einsatz der Flache in der adaptiven Visualisierung, Modellierung sowie in
CAD-Anwendungen sind Limitpunkte unabdingbar. Daher miissen neben den Unterteilungsregeln
auch die entsprechenden Limitpunktregeln im Regelsatz dieser Flachenkategorie vertreten sein.

Special Features : Eine Erweiterung der Modelliervielfalt bieten Special Features mit z.B. scharfen
Kanten und Spitzen. Dieses Zusatzwerkzeug ist bei aktuellen Unterteilungsflichen Standard und
muss auch bei dieser Flichenkategorie fester Bestandteil des Regelsatzes sein.

Keine der bislang verfiigbaren nicht-uniformen Unterteilungsflachen erfiillt alle diese Kriterien. Es
ist daher ein Bedarf vorhanden, eine Flache zu entwickeln, die diesen Anforderungen entspricht. Eine
Zusammenfassung der vorgestellten Flachen mit ihren jeweiligen Eigenschaften ist in Tabelle 3.1 zu
finden.
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beliebige | nicht-uniforme | nicht-konforme Special Limitpunkt-
Topologie Fliache Faces Features regeln
moglich darstellbar moglich integriert verfiigbar
NURBS 4 4
Catmull-Clark v 4 v
NURSS 4 4 v durch null
Knotenintervalle
T-NURCCs 4 4 durch null
Knotenintervalle
ESubs v 4 4 4 v

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der relevanten Flidchen.

Abbildung 3.1 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen ESubs, NURBS und Catmull-Clark: Uni-
forme B-Spline-Flidchen sind die gemeinsame Schnittmenge von NURBS- und Catmull-Clark-Fliachen.
ESubs enthalten sowohl NURBS- als auch Catmull-Clark-Flachen. Im nachfolgenden Abschnitt 3.3 wird
der Regelsatz fiir die nicht-uniforme Unterteilungsfliche ESubs unter Beriicksichtigung der gestellten
Kriterien hergeleitet.

3.3 Regelsatz fiir erweiterte Unterteilungsflaichen

Ausgehend von einem Ausgangskontrollnetz M° mit beliebiger Topologie (zwei-mannigfaltig, mit und
ohne Rand), werden bei einem Unterteilungsschritt mit dem ESubs-Regelsatz neue Face-, Kanten- und
Vertexpunkte berechnet. Diese neuen Punkte werden in gleicher Weise wie bei dem Catmull-Clark-
Schema miteinander verbunden. Das resultierende Kontrollnetz M! ist ein Vierecksnetz. Bei weiteren
n Unterteilungsschritten entstehen aus m Vierecken des Kontrollnetzes M' m - 4" neue Faces. Es liegt ein
exponentielles Wachstum der Faceanzahl vor. Die Anzahl der irreguldren Punkte erhoht sich beim Un-
terteilen des Ausgangskontrollnetzes M° um die Anzahl der Polygone, welche keine Vierecke sind. Alle
weiteren Unterteilungsschritte erhohen die Anzahl der irreguliren Punkte nicht. Fiir M", n > 0 bleibt die
Anzahl der irreguldaren Punkte somit konstant.

Ebenso wie bei den Unterteilungsflichen von Sederberg et. al. erhalten die Kanten des ESubs-
Kontrollnetzes Knotenintervalle. Sind diese Knotenintervalle uniform, so liefern die ESubs-Regeln eine
Catmull-Clark-Fliache. Liegen die Knotenvektoren einer NURBS-Flache zugrunde und sind somit die
Knotenintervalle auf den gegeniiberliegenden Seiten eines Faces gleich, so erhélt man bei reguldrer To-
pologie eines Vierecksnetzes eine bikubische NURBS-Fliche. Ohne diese Einschrinkungen sind die
ESubs im allgemeinen nicht-uniform und nicht-stationédr. Der Regelsatz fiir ESubs, bestehend aus neuen
Face-, Kanten-, und Vertexregeln sowie den Limitpunktregeln, basiert auf dem Regelsatz fiir bikubische
NURBS-Flichen. Abbildung 3.1 zeigt den Zusammenhang zwischen der neu zu entwickelnden nicht-
uniformen Unterteilungsfliche ESubs sowie ihren Basis-Flachen Catmull-Clark und NURBS.
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Abbildung 3.1: Zusammenhang NURBS-, Catmull-Clark-, uniforme B-Spline- und ESubs-Flidchen.

Um fiir ein neues Schema den Regelsatz zu bestimmen, wird iiblicherweise folgendermal3en vorge-
gangen: In Abhingigkeit der gewiinschten Eigenschaften der neuen Fliche werden die Verfeinerungsre-
geln spezifiziert und die entsprechende Unterteilungsmatrix S generiert. Mit Hilfe der Eigenanalyse von
S konnen dann die Limitpunktregeln der neuen Unterteilungsflache ermittelt werden. Wird ein nicht-
stationdres Unterteilungsschema benutzt, so dndert sich die Unterteilungsmatrix bei jeder Iteration. Eine
Eigenanalyse kommt aus diesem Grunde bei nicht-stationidren Verfahren nicht zum Einsatz. In dieser
Arbeit wurde daher eine neue Herangehensweise gewihlt, um die Limitpunktregeln zu berechnen.

Zur Bestimmung des Regelsatzes der nicht-uniformen, nicht-stationiren ESubs wurde ein neues Ver-
fahren entwickelt: Im ersten Schritt werden die neuen Face-, Kanten- und vorgegebene Limitpunkte
berechnet. Dazu wird jedem Vertex mit Valenz vier zwei Knotenvektoren zugeordnet, die aus den Kno-
tenintervallen der Kontrollnetzkanten ermittelt werden. Mit Hilfe dieser lokalen Knotenvektoren kénnen
analog zu den NURBS-Flidchen lokale Bézier-Kontrollpunkte rund um den Vertex berechnet werden.
Diese lokalen Bézier-Kontrollpunkte dienen als temporire Variablen, um die neuen Face-, Kanten- und
Limitpunkte zu berechnen. Der noch fehlende Vertexpunkt wird aus den umgebenden neuen Face- und
Kantenpunkten sowie seinem Limitpunkt berechnet. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass der neue
Vertexpunkt gegen seinen vorgegebenen Limitpunkt konvergiert. Dies ist nicht nur eine neue Methode,
um Vertexpunkte zu berechnen, sondern auch die erste die Limitpunktregeln fiir ein nicht-stationéres
Schema liefert.

Wihrend die Anzahl der reguldren Punkte beim Unterteilen exponentiell wéchst, bleibt die Anzahl
der irreguldaren Punkte nach einem Unterteilungsschritt konstant. Fiir diese konstante Anzahl von irregu-
laren Punkten wird der Catmull-Clark-Regelsatz verwendet.

Der Regelsatz fiir ESubs wird zunéchst fiir regulidre Topologien hergeleitet und anschlieBend auf
irregulidre Gebiete erweitert.

3.3.1 Regulire Topologie

Ebenso wie bei den NURBS-Unterteilungsflachen (siehe Abschnitt 2.3.2), sind bei den ESubs jedem
reguldren Kontrollpunkt 7; ein horizontaler und ein vertikaler Knotenintervallvektor zugeordnet. In Ab-
bildung 3.2 sowie 3.3 sind dies fiir Py die Knotenintervallvektoren

Ky = {d\,da,d3,ds} (vertikal) und Ké’ = {ey,e2,e3,e4} (horizontal).

Bei NURBS-Unterteilungsflachen miissen diese lokalen Knotenintervallvektoren partiell in ihrer Nach-
barschaft gleich sein: Ist ein Kontrollpunkt P; horizontal benachbart zu F;, so haben beide Kontrollpunkte
gleiche vertikale Knotenintervallvektoren. Analog gilt: Ist P; vertikaler Nachbar zu P;, so sind ihre hori-
zontalen Knotenintervallvektoren identisch. ESubs kommen ohne diese Voraussetzung aus, so dass die
entsprechenden Knotenintervalle ohne diese Einschrankung gew#hlt werden konnen. In Abbildung 3.2
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Abbildung 3.2: Regulidres ESubs-Kontrollnetz mit Knotenintervallen an den Kanten (links) und nach
einer Unterteilung (rechts). Die neu hinzugekommenen, vertikalen Kanten sind mit ihren entsprechenden
Knotenintervallen rot markiert, analog dazu sind die horizontalen Kanten mit Knotenintervallen blau
eingefarbt.

sowie 3.3 hat z.B. der zu P, horizontal benachbarte Kontrollpunkt P; den vertikalen Knotenintervall-
vektor K} = {b1,by,b3,bs}, so dass K} # Kj gilt. Bei dem zu Py vertikalen Nachbarn P> mit seinem
horizontalen Knotenintervallvektor Ké’ = {ay,ap,a3,a4} ist ebenfalls ein unterschiedlicher horizontalen
Knotenintervallvektor Kf ={ay,ar,a3,a4} # K(’)l vorhanden. ESubs erlauben somit nicht-konforme Fa-
ces, wie in Abbildung 3.2 in schematischer Darstellung zu sehen.

Nach einem Unterteilungsschritt erfolgt die Zuweisung der Knotenintervalle zu den Kanten analog
zu der Vorgehensweise der NURBS-Unterteilungsfliche (siehe Abbildung 2.14). Bei nicht-konformen
Faces werden die Knotenintervalle auf den neuen Kanten durch Mittelung der beiden horizontalen re-
spektive vertikalen Knotenintervalle berechnet (siehe Abbildung 3.2).

by dy: 84t
Ps P Ps
aj a as ay
b3 Face5 dj Face 6 g3
P Py Py Py
(4] e . e3 é4
by Face8 d» Face 7 g
Py Py P;
C1 c . c3 I C4
by dy gii

Abbildung 3.3: Lokale Knotenintervallvektoren eines reguldren ESubs-Kontrollnetzes.
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Unterteilungsschritt n Unterteilungsschritte
by+d d3+g3
by dy g4 T d3 a8
a)] @ | & | ame] e | e e .
ajte az+e :
aytey | azte et 32 2 % - Ma—e)+e e3+ 5" (a3 —e3)
2 2 by+ds ) - dit+gs
2 d 2
b3| +d3 d3 |4 Gt g3 L, batda 3 ds iy s 1"(by —ds) + ¢ dy dafr L' (g3 —d3)
e e 2 L e es I 2 e 23 e3 e3
el b+ e Py 5 6 dyty es e It 173+([2 ezdz d2€3 []2+112+& e3 V' (by—do) 4 & bl V(g —d)
ato | T ata bytdy bte in \n
by dy i & 2 o+ 252 | g+B3S 2 7 (@-e)te ety (e—e)
i ) [ R
d
cl c c3 c4 er+cr er+cr e3+cs e3tcs 2
2 2 2
by+d. dt+g
by di g1 bidy dy hie

Abbildung 3.4: Knotenintervallzuweisung bei Unterteilung. Fiir n — oo konvergieren die Knotenvekto-
ren in der 1-Nachbarschaft zum Knotenvektor des eingeschlossenen Punktes.

Es sei Py = P(? ein Vertex des Kontrollnetzes M° mit Valenz vier, Py sei aus n Unterteilungen des Ver-
tex Py gebildet worden. Die Knotenintervallvektoren des Kontrollpunktes Py @ndern sich nach einem Un-
terteilungsschritt zu K} = {d»,d>,d3,d3}, Kl = {e3,e2,e3,e3} und bleiben bei weiteren Unterteilungen
fiir Py, mit n > 0, konstant (siche Abbildung 3.4). Die Knotenintervalle in der 1-Nachbarschaft von R
sind ebenfalls in Abbildung 3.4 dargestellt. Fiir ein solches Knotenintervall gilt nach n Unterteilungs-
schritten, aufgezeigt am Beispiel des Knotenintervalles der orange unterlegten Kante aus Abbildung 3.4:

n:0: g3
dz + 1 1 1
n=1 32g3:d3'§+g35 :d3+§'(83—d3)
d3 + g3
ds+
_ 2 _ 4 (L, 1 L N
n=2 > =ds <2+4>+g3 1 —d3+22 (g3 —d»)
d3-1-d3+g3
2
dz + 1 1 1 1 1
n=3 22 =d3'<§+Z+§>+g3'§=d3+2—3'(83—d3)
ds +
ds+ 3283
dz +
2
a3+ .. n
2 1 1
=d — — =d _ —d
n 5 3 1_212,+g3 o 3+2n (g3—d3)

Nach n Unterteilungsschritten erhélt man durch wiederholtes Mitteln in der 1-Nachbarschaft von Fy
die Knotenintervalle

1 1 1 1
d3+ - (b3 — ds), er+ —(ar—ey), e3+ —(az —e3), dz+ —(g3 —d3),

n n n n
1 1 1 1
dz—i-ﬁ(gz—dz), 63—1-5(03—63), ez—i-ﬁ(Cz—ez), d2+ﬁ(b2—d2).

Die Knotenintervallvektoren in der 1-Nachbarschaft von Py konvergieren somit mit exponentieller Ge-
schwindigkeit zu den beiden lokalen Knotenintervallvektoren von F.
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by dy 84
_ - _ Ps
by| Ps ds| P> 84| Ps
O— Q— @— O
a as as ap ay
Face 5 Face 6 bs
bs| Py d3| Ry 8| P
@— Q— O—
[59) e3 €4 el P1 €4
Face 8 Face 7 by
by| P da| Ps 8l P
O— Q@— = O
2 C3 C4 1 PR cq

by d 81

Abbildung 3.5: Aus den Knotenintervallen lassen sich die lokalen Knotenvektoren bestimmen (links).
Fiir Py ist sein vertikaler Knotenvektor durch f(v) = {c_l 1 =0, 32,33,6_14,35} gegeben und sein horizontaler

Knotenvektor durch fﬁ ={e) =0,e,,e3,e4,¢s } definiert. Mit Hilfe dieser lokalen Knotenvektoren lassen
sich die entsprechenden lokalen Bézier-Kontrollpunkte berechnen (rechts).

Die Herleitung des Regelsatzes fiir regulidre Topologien erfolgt analog zu den NURBS-Unterteilungs-
regeln. Dazu wird lokal von einer NURBS-Fldche ausgegangen, welche durch einen Punkt P, seinen
beiden Knotenintervallvektoren K!, K" und seiner 1-Nachbarschaft definiert ist. Ebenso wie bei den
NURBS-Unterteilungsflichen werden zunichst die lokalen Bézier-Kontrollpunkte berechnet, auf deren
Grundlage die Unterteilungsregeln aufgebaut sind.

Die inneren Bézier-Kontrollpunkte /;; rund um einen Punkt P; werden aus den beiden Knotenin-
tervallvektoren K} ,Kih von P; und den Eckpunkten des Faces j bestimmt. Damit lisst sich Ips (sieche
Abbildung 3.5) aus den beiden Knotenintervallvektoren K = {dl,dz,dg,d4},K6’ = {e1,ez,e3,e4} des
Punktes Fy und den Eckpunkten des Faces 5 mit Hilfe des lokalen Blossoms b wie folgt berechnen:

s = bl(es,d3),(e3,d3), (@2, ds)]
_ (61+€2)-(d3+d4)-P0+€3-(d3+d4)-P1+€3-dz'P5+(€1+€2)'d2-P2 3.1)
(e2+e3+eq)  (dy+ds+ds) ’

Die weiteren lokalen inneren Bézier-Kontrollpunkte des Faces 5 lassen sich analog in Abhéngigkeit ihrer
jeweiligen Knotenintervallvektoren ermitteln:

Iis = b|(e2,b3),(e2,b3),(23,b4)]
(ex+e3) (b3+bs)-Pr+(ex+e3)-by-Ps+ep-by-Pr+ep-(bs+bs)-Py

n (61 +er+e3)- (b2 + b3+ bs) (3-2)
Iss = bl(@,bs),(@,bs),(a3,b3)]
_ (ar4az)- (b3 +by)-Ps+ay-(bay+b3)-Pr+ay-bs-Po+ (ar+a3z)-bs- Py (3.3)
(a1 +ar+az) - (by+ bz +by) .
bLs = b[(a3,ds),(@s,ds),(a2,d3))
_ (a1+a2)~(d2+d3)~P2+(a1+a2)~d4-Po+a3'd4-P1+a3~(d2+d3)~P5 (3.4)

(a1 +ax+az) - (dr+ds+ds)
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by da by dy
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Abbildung 3.6: Neuer Facepunkt, berechnet aus dem gewichteten Mittel der vier lokalen Bézier-
Kontrollpunkte (links). Neuer Kantenpunkt, ermittelt durch lokale Unterteilung von Kurvensegmenten
(rechts): Unterteilung der Kurve (P, Py, Ps) (blau unterlegt) und der Kurve (P4, Py, P») (rot markiert) mit
den jeweils angegebenen Knotenintervallen ergibt die Hilfspunkte Sy, Sp. Die lokale Unterteilung von S;
und Sy liefert den gesuchten neuen Kantenpunkt.

Mit Hilfe dieser lokalen inneren Bézier-Kontrollpunkte /;; erhélt man den neuen Facepunkt auf glei-
che Weise wie bei den NURBS-Unterteilungsflichen beschrieben (siehe auch Formel 2.17):

1
Fs = 1 (Ios + Iis + Iss + bs)

Der Unterschied zur NURBS-Unterteilung besteht lediglich in den lokal unterschiedlichen Knoteninter-
vallvektoren, woraus unterschiedliche innere Bézier-Kontrollpunkte aus den lokal definierten NURBS-
Flachen resultieren. Werden die gleichen Knotenintervalle wie bei einer NURBS-Fliche eingesetzt,
so erhélt man {iber die Faceregeln der ESubs die gleichen neuen Facepunkte wie bei den NURBS-
Unterteilungsflachen. Ebenso reduzieren sich die Faceregeln der ESubs bei uniformer Knotenintervall-
wahl zu den Catmull-Clark-Faceregeln.

(3.5)

Zur Berechnung eines neuen Kantenpunktes sind zwei Hilfspunkte Sp, S| notig: Sy ist der neue Ver-

texpunkt der Kurve (P, Py, Ps) mit dem lokalen Knotenintervallvektor K| von Py.
St = b3 by, ™
= subdivCurveVertex (P3, Py, Ps,b1,by,b3,by)

(3.6)

Weiterhin sei Sy der neue Vertexpunkt der Kurve (P4, Py, P,) mit dem lokalen Knotenintervallvektor K
von Py.

S() — b[dz;d% 733’ d3%2~d4]
= subdivCurveVertex (Py, Py, P»,d},d,d3,ds)

(3.7)

Dann erhilt man den neuen Kantenpunkt E; ebenso wie bei den NURBS-Unterteilungsflichen durch:

E; = subdivCurveEdge(S;,So,e;,e2,€3) (3.8)

Der Unterschied zu NURBS-Unterteilungsflachen zeigt sich in den unterschiedlichen Knotenvektoren
zur Berechnung von S, und ;. Werden wie bei NURBS-Unterteilungsflichen gefordert gleiche Knoten-
vektoren benutzt, so reduzieren sich die ESubs-Kantenregeln zu NURBS-Kantenregeln. Aus der Wahl
uniformer Knotenintervalle bei ESubs resultieren wiederum die Kantenregeln fiir Catmull-Clark.
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Abbildung 3.7: Links: Limitpunkt von P, bestimmt aus den lokalen Bézier-Kontrollpunkte von Py.
Rechts: neuer Vertexpunkt von Py, ermittelt aus der unterteilten 1-Nachbarschaft und seinem Limitpunkt.

Um den Regelsatz fiir ESubs mit regulédrer Topologie zu komplettieren sind die Vertex- sowie Limit-
punktregeln zu ergénzen. Daher werden zunichst die Limitpunktregeln am Beispiel des Kontrollpunktes
Py aus Abbildung 3.7 hergeleitet. Bei den ESubs wird lokal von einer NURBS-Fliache ausgegangen, wel-
che durch Py, seinen beiden Knotenvektoren Fg = {e; =0,e5,3,24}, Ko = {d, = 0,d>,d3,ds}, und
seiner 1-Nachbarschaft P; ... Py definiert ist. Dadurch sind die Limitpunktregeln von Py mit Hilfe der
lokalen NURBS-Flidche gegeben durch das Blossom:

LPo = b[(E3a6_l3)a(E3>E3)>(E3>33)]
e3-dy-los+ey-dy-log+ex-ds-lo7+e3-ds-log
(e2+e3) - (dy +d3)
= limitPoint(Po,...,Pg,el,...,e4,d1,...,d4) 3.9

Formel (3.9) gibt somit die Limitpunktregel fiir ESubs an. Herzuleiten ist nun eine entsprechen-
de Vertexregel, so dass ein unendliches Unterteilen von Py zu Lp, aus Formel (3.9) fiihrt. Nach einem
Unterteilungsschritt des Teil-Kontrollnetzes Py ... Ps liegen die neuen Kantenpunkte Ej ... E4, die neuen
Facepunkte Fs ... Fg und der noch zu bestimmende neue Vertexpunkt V, vor. Punkt V;) hat die Knotenin-
tervallvektoren {d>,d,d3,ds}, {e2,e2,e3,e3} und die lokalen Knotenvektoren

324-33 — 53 +E4

] ér+e3 _ extey _
2 ) 37 2

,ds}, {es, 58 @4}

{327

Der Limitpunkt von Vj ldsst sich ebenso wie der Limitpunkt von Py berechnen, unter Beriicksich-
tigung der 1-Nachbarschaft von Vj, seiner lokalen Knotenintervallvektoren und seinem entsprechenden
Blossom:

Ly, = b[(e3,ds),(e3,d3),(e3,d3)]
= lil’nitPOint(Vo,El,...,E4,F5,...,Fg,eg,62,63,63,d2,d2,d3,d3)
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Durch Ausformulierung des Blossoms und Umordnung nach Vy,E,...,E4, Fs, ..., Fg ergeben sich
die Gewichte 3;,i =0, ..., 8, fiir die Kanten- und Facepunkte sowie fiir den Vertexpunkt zur Berechnung
von L:

4 8
Ly, = Po-Vo+ D Bi-Ei+ Y Bi-F (3.10)
i=1 =5

mit:

36-d2-e3-d3-e2

o = (2-€2+¢3)-(2-d3+d2)- (e2+2-€3)- (2-d2+d3)
B 6-d2-e3-e3-d3

P = (e2+¢e3)-(2-e2+¢3)-(2-d3+d2)-(2-d2+d3)
B 6-d2-d2-e3-e2

P = (d3+d2)-(e2+2-¢3)-(2-e2+e€3)-(2-d3+d2)
B 6-d2-e2-e2-d3

b = (e2+e3)-(2-d3+d2)-(e2+2-¢3)-(2-d2+d3)
B 6-3-d3-d3-e2

P = (d3+d2)-(2-d2+d3)-(2-e2+¢e3) - (e2+2-€3)
B d2-d2-e3-e3

Ps = (e3+2-¢2)-(2-d3+d2)- (e2+¢3) - (d3+d2)
_ d2-d2-e2-e2

Po = (2-d3+d2)-(2-e3+e2)- (e2+¢3) - (d3+d2)
B d3-d3-e2-e2

b= (2-3+¢2)-(2-d2+d3)- (e2+e3)- (d3+d2)

B — ¢3-e3-d3-d3

(2-d2+d3)-(e3+2-€2)-(e2+¢3)- (d3 +d2)

Der Limitpunkt und die Limitpunktberechnung sind unabhéngig von der gewéhlten Kontrollnetztiefe,
d.h. der Limitpunkt Lp, von F ist gleich dem Limitpunkt Ly, von Vj:

L = Lp = Ly

4 8
= Bo-Vo+ X Bi-Ei+ Y. Bi-F
i=1 i=5

Durch Auflésen nach Vj erhilt man schlieBlich die gesuchte Vertexregel:

1 4 8
Vo = F(L—ZB,--E,-—Zﬁ,--E) (3.11)
0 i=1 i=5

Vertex Vj konvergiert mit zunehmender Unterteilungstiefe zum Limitpunkt L, welches in Abschnitt 3.4
bewiesen wird.

Der Unterschied zur NURBS-Unterteilung besteht in den lokal unterschiedlichen Knotenintervall-
vektoren von Py bis Pg, wodurch unterschiedliche neue Face- und Kantenpunkte berechnet werden. Wer-
den die gleichen Knotenintervalle wie bei einer NURBS-Flidche eingesetzt, so erhilt man gleiche Face-
sowie Kantenpunkte und die ESubs-Vertexregel reduziert sich auf die gleiche Vertex-Unterteilungsregel
wie bei den NURBS-Unterteilungsflichen. Ebenso erhélt man bei uniformer Knotenintervallwahl die
Catmull-Clark-Vertexregeln.



3.3. REGELSATZ FUR ERWEITERTE UNTERTEILUNGSFLACHEN 45

3.3.2 Irregulire Topologie

Wihrend die Anzahl der regulidren Punkte beim Unterteilen um Faktor vier wéchst, bleibt die Anzahl der
irregulidren Punkte nach einem Unterteilungsschritt konstant. Fiir diese konstante Anzahl von irreguliren
Punkten sowie ihrer 1-Nachbarschaft wird der Catmull-Clark-Regelsatz verwendet. Der Catmull-Clark-
Vertexpunkt und seine 1-Nachbarschaft konvergieren fiir Unterteilungstiefe n — oo gegen den Limit-
punkt des Catmull-Clark-Vertexpunktes [ZS99]. Beim Unterteilen verkleinert sich somit der Bereich des
Catmull-Clark-Einflussgebietes (siehe Abbildung 3.8).

Unterteilungsschritt Unterteilungsschritt

= S S o

sesa

sesase
seasse

-

S
-

Basesssascases

se
Basssssasceane
H

T
Besanesens

*r i i '

e neuer Vertexpunkt @ neuer Catmull-Clark—Kantenpunkt
® neuer Facepunkt m neuer Catmull-Clark—Facepunkt
+ neuer Kantenpunkt + neuer Catmull-Clark—Vertexpunkt

Abbildung 3.8: Catmull-Clark-Bereiche bei den ESubs. Links: Kontrollnetz M° der ESubs, irreguli-
re Bereiche sind magenta markiert. Mitte: Nach einem Unterteilungsschritt, die mit Catmull-Clark-
Regeln entstandenen irregulidren Gebiete inklusive ihrer 1-Nachbarschaft sind gelb markiert. Rechts:
Die Catmull-Clark-Gebiete schrumpfen mit zunehmender Unterteilungstiefe.

Die Knotenintervallzuweisung beim Unterteilen erfolgt in den irreguldren Gebieten wie in Abbil-
dung 3.9 beschrieben. Die neu entstandenen reguldren Vertices aus den ehemals Catmull-Clark-Gebieten
werden mit dem reguldren Regelsatz der ESubs unter Verwendung der jeweiligen lokalen Knotenvekto-
ren weiter behandelt. Dabei ist zu beachten, dass bei der Bestimmung des Knotenintervallvektors eines
reguldren Punktes mit Kante zu einem irreguldren Punkt ein Sonderfall auftritt. Unter Verwendung der
Notation des vorherigen Abschnittes 3.3.1 sei beispielsweise Fy ein reguldrer Punkt und P; ein irregulérer
Nachbar. Dann ist der horizontale Knotenvektor von Py nicht vollstindig bestimmbar, da e4 nicht eindeu-
tig zu wihlen ist. Daher wird in diesem Falle der horizontale Knotenintervallvektor von P, festgelegt

Abbildung 3.9: Knotenintervallzuweisung nach Unterteilung bei n-Eck.



46 KAPITEL 3. ERWEITERTE UNTERTEILUNGSFLACHEN

als {ey,e,e3,e3}, d.h. das Knotenintervall zwischen reguldrem und irreguldrem Punkt wird zweifach im
Knotenintervallvektor gesetzt. In Abschnitt 3.5 wird die Wahl dieses Knotenintervallvektors untersucht
und verdeutlicht.

Die Punkte in der 1-Nachbarschaft eines irreguldren Punktes sind durch Catmull-Clark-Regeln ent-
standen. Beim ndchsten Unterteilungsschritt werden diese Nachbarschaftspunkte mit Hilfe der ESubs-
Regeln unterteilt und gehen in den 2-Nachbarschaftsring des irreguldren Punktes iiber. Somit werden
fiir alle reguldaren Punkte die ESubs-Limitpunktregeln verwendet, fiir die irreguldren Punkte stehen die
Catmull-Clark-Limitpunktregeln zur Verfiigung. Dies ist giiltig, da die 1-Nachbarschaft eines irregula-
ren Punktes stets ausschlieBlich aus Catmull-Clark-Punkten besteht. An den irreguldren Punkten liegt
somit lokal eine Catmull-Clark-Fldche vor, fiir die lokal alle Eigenschaften dieser Flidche gelten.

3.4 Konvergenz

Generell sind Unterteilungsflachen definiert als Grenzflache einer Folge von Kontrollnetzverfeinerun-
gen, welche aus der sukzessiven Anwendung der Unterteilungsregeln resultiert. Die Konvergenz einer
Unterteilungsfliche gegen eine Limitfliche ist somit ein essentielles Kennzeichen dieses Flachentyps.
Bei der Bildung einer neuen Unterteilungsfliche gilt es, diese Eigenschaft zu iiberpriifen.

Wie im Allgemeinen iiblich, sind nur positive Knotenintervalle zuldssig. Unter dieser Voraussetzung
sind die ESubs-Limitpunktregeln sowie die Kanten- und Faceregeln Konvexkombinationen. Die ESubs-
Vertexregeln konnen in Abhéngigkeit der gewihlten Knotenintervalle als Konvexkombination sowie als
Nicht-Konvexkombinationen vorliegen. Eine Umordnung der Vertexregel (3.11) zu Vy = Zg o;P; nach
der 1-Nachbarschaft P, liefert die Gewichte fiir P; zur Unterteilung.

Definition 7 (konvex-giiltig). Es sei P, i = 1,...,8 die 1-Nachbarschaft von Py mit ihren dedizierten
horizontalen und vertikalen Knotenintervallvektoren K} ,Kih. Weiterhin sei Vi = Zg o, P; die Untertei-
lungsregel fiir Vertex Py, gebildet aus den Knotenintervallvektoren K} ,Kih, i=0,...,8

Die Knotenintervallvektoren in der I-Nachbarschaft von Py heifen konvex-giiltig, wenn o; > 0 fiir
allei=0,...,8 gilt.

Wenn konvex-giiltige Knotenintervallvektoren vorliegen, dann ist die Vertexregel eine Konvexkom-
bination. Nicht konvex-giiltige Knotenintervallvektoren sind bei ESubs moglich, bilden aber einen Son-
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PO PO PO 3| Rs ‘ R; 83 R¢
5 2 6 a al al 7(1%
1 1 1
b3 ds £3 PS 1 P2 P6 1 .
b3 Rl d3 Rl 83 Rl :\\\
» 1 0 3 e
e e e3 e e g /
® ® ® -2 a2 L —AL
Py Py P) Py bl ) J Py N
2 pl 2 pl 2 pl
, . IRy R! R}
2 2 g2 Cl Cl Cl C%
1 1 1
c1 (o) c3 c4 Fy by Py d B 2
s s s
PO PO PO
8 4 7
b d 81

Abbildung 3.10: Aus den Punkten P?, i = 0,...,8 sind mit Hilfe des ESubs-Regelsatzes die Punkte P!,
i=0,...,8 (griin dargestellt) generiert worden. Unter Verwendung der NURBS-Unterteilungsregeln mit
den Knotenvektoren von Pg ergeben sich die Punkte Rl-l, i=0,...,8 (rot markiert).
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derfall, da sie die Konvexe-Hiille-Eigenschaft verlieren. Sie sind daher als eine Art Special Feature an-
zusehen und werden am Ende des Abschnitts ndher untersucht.

Im Folgenden wird von konvex-giiltigen Knotenvektoren ausgegangen. Der komplette ESubs-Regel-
satz liegt somit als Konvexkombinationen vor und besitzt daraus resultierend die Konvexe-Hiille-Eigen-
schaft.

Es sei P(g) ein Punkt des Ausgangskontrollnetzes M° und Pl.o, i =1,...,8 seine 1-Nachbarschaft.
Punkt Py bezeichnet den n-fach unterteilten Vertex Pg , die 1-Nachbarschaft von Fy in Tiefe n ist P/,
i=1,...,8. Der Notation aus Abbildung 3.10 folgend, sind die Knotenintervallvektoren von P(()) durch
Ky ={d\,d»,d3,ds} und K/ = {ey,e2,e3,e4} gegeben. Nach einem Unterteilungsschritt bleiben die Kno-
tenintervallvektoren von Fj fiir alle n > 1 konstant auf K = {d>,d>,d3,d3 } und K!'={es,es,e3,e3}. Die
Knotenintervallvektoren in der 1-Nachbarschaft von Py unterscheiden sich durch ihre Zugehorigkeit zu
Face- oder Kantenpunkten (siehe Abbildung 3.4 und 3.10). Fiir den neuen Kantenpunkt P{' und den neuen
Facepunkt P¢' sind die Knotenintervallvektoren fiir n > 1 beispielsweise

K| ={b5,b5, b, g’},K{’:{32,62,62,63}undKV:{b", 5, b5, g‘},Ké‘:{aE’,aE’,aE’,ag‘} (3.12)

mit
by = drt 5 (br—db), limp} = dp
By = dit+y-(b3—dy), limbj = ds
ag = ez—i—%,,-(az—ez), r}g{loag = e
ay = e3+%-(a3—e3), r}iilgoag = e

Mit n — oo gilt somit fiir die Knotenintervallvektoren des Kantenpunktes Py’

lim K} = {dy,d»,d3,d3} = K}, lim KT = {e2,e2,€2,€3} (3.13)
n—oo

n—oo

und fiir die Knotenintervallvektoren des Facepunktes Py
lim KY = {d>,d3,d3,d3}, lim K2 = {es,e2,€2,€3} (3.14)
n—oo n—o0

Die Konvergenz der Knotenintervallvektoren der iibrigen Kantenpunkte P}, Py, Py und Facepunk-
te P¢, P/, P in der 1-Nachbarschaft von Fy verlduft analog. Damit ist direkt ersichtlich (siehe auch
Abbildung 2.14):

Lemma 1. Die Knotenintervallvektoren in der 1-Nachbarschaft von Py einer erweiterten Unterteilungs-
fliiche konvergieren mit O(zin) zu NURBS-Knotenintervallvektoren.

Beweis:
Aus Formel (3.12), (3.13) und (3.14) ergibt sich direkt der Beweis des Lemmas.

Aus Lemma 1 folgt unmittelbar, dass auch der ESubs-Regelsatz gegen den NURBS-Regelsatz konver-
giert. Um zu iiberpriifen, ob Fy fiir n — oo gegen den Punkt L = 2?20 Bi- P!, Vn > 0 aus dem ESubs-
Regelsatz konvergiert, ist Definition 8 notig:

Definition 8 (Konvergenzradius). Es sei P ein Punkt des Kontrollnetzes M" und P{', i =1,...,8 seine
1-Nachbarschaft. Punkt L von Py ist definiert im ESubs-Regelsatz (Formel (3.10)) durch P!, i = 0,...,8
und Ky, K{)’. Dann heifit

der Konvergenzradius von Punkt Py in Unterteilungstiefe n.
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Strebt der Konvergenzradius D" fiir n — o gegen null, so konvergiert Py fiir n — o gegen L. Dies ist der
Fall, wenn eine Konstante 0 < ¢ < 1 existiert, so dass gilt:

Inge Ny Yn>ng: D'''<c-D
Damit ldsst sich der Satz zur Konvergenz der ESubs formulieren:

Satz 3 (Satz zur Konvergenz der ESubs). Es sei P(g) ein Punkt des Ausgangskontrollnetzes M° und
Pl-o, i=1,...,8 seine I-Nachbarschaft. Punkt Py bezeichnet den n-fach unterteilten Vertex PO erhalten
durch den ESubs-Regelsatz. Die 1-Nachbarschaft von Py in Tiefe n, erzeugt durch den ESubs-Regelsatz,
sei P, i=1,...,8. Es sei Punkt L =35 ;- P! von P} durch den ESubs-Regelsatz definiert und D" sei
der Konvergenzradius von Fy aus Definition 8.

Dann gibt es eine Konstante c fiir die gilt:

InpelNy Yn>ng: D'H'<c-D' mir 0<c<1 (3.15)
und damit
L= lim Py.
n—oo
Beweis:

Die Knotenintervallvektoren in der 1-Nachbarschaft von Py seien konvex-giiltig. Der Fall nicht konvex-
giiltige Knotenintervallvektoren wird nachfolgend behandelt. Wegen den konvex-giiltigen Knoteninter-
vallvektoren sind die ESubs-Unterteilungsregeln Konvexkombinationen, so dass bereits gilt:

Fiir NURBS-Unterteilungsflachen existiert die in Formel (3.15) geforderte Konstante ¢ mit cg < 1.

Lemma 2. Die Punkte, die mit den NURBS-Unterteilungsregeln aus P, i =0,...,8, n > 0, und den
Knotenvektoren K, Ké’ von Fy generiert werden, seien R;"H, i=0,...,8 (siche Abbildung 3.10). Weitere
m Unterteilungsschritte mit dem NURBS-Regelsatz auf R?H werden mit (Rl’-‘H)m bezeichnet. Punkt L ist
wie in Satz 3 beschrieben definiert. Fiir m — oo konvergiert (R?H)m zu L und es gilt

8
L= ZBi'(R;’H)my Yn>0undm>0
i—0

wobei die B;, i =0,...,8 aus den Knotenintervallvektoren K, Kg yon Pg’“ gebildet werden. Die Knoten-
intervallvektoren K, Ké’ bleiben nach dem ersten Unterteilungschritt fiir alle weiteren Unterteilungen
konstant. Somit erhdilt man fiir Pl-”H, Rf-‘“, (R;’H)m mit n > 0 die gleichen B; und es folgt:

8 8 8
L=Y B P =N BRI =3 Bi- (RN, Yn>0 und m>0
i=0 i=0 i=0

Beweis:
Der Beweis des Lemmas folgt unmittelbar aus der Definition des NURBS- sowie ESubs-Regelsatzes
(siehe auch Abbildung 3.11).

Um zu zeigen, dass die Konstante ¢ aus Formel (3.15) existiert und somit Fy fiir n — o gegen L
konvergiert, wird o. B. d. A. angenommen, dass L der Nullpunkt ist. Somit gilt

D"::.naaX8|Pi”| und | <D i=0,...,8
=

yoeny
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und fiir alle i = 0,.. ., 8 ist eine Konstante ¢ mit 0 < ¢ < 1 zu finden, so dass
’PIH—H‘ <c _Dn
erfiillt ist. Wegen L =0,
8 8
L=0=3 B; P/ =p;- P+ 3 B P
j=0

J=0

e

lsst sich |P"!| schreiben als:

1 8
|Pl_n+l| _ __'Zﬁj'Pjr'Hrl
Bi =0
J#
- +1
1
=0— B . ZB} P,
L j=0
JF
Aus Lemma 2 folgt mit 0 =L =Y3_B;-R"™ = ﬁ -235-:0 B; R;!‘H
_ liﬁR}’H*l ZB Pn+]
~ 1B ARAY ALY
i j=0
J#t
[3,
J#t
< |Rn+1| N Bl ZBJ |Rn+1 Pn+1|

J#t

Da fiir NURBS-Unterteilungsflachen die geforderte Konstante ¢ aus Formel (3.15) in Satz 3 durch cg < 1

bereits existiert, gilt mit D} := max;—o, g |L — R| analog zur Definition 8, sowie 0. B. d. A. L =0 und
IRIH < DRt < cg- D™

’Pin+l‘<CR'Dn Zﬁl ‘RnJrl Pn+1’
ﬁél

Eine Abstandsabschitzung von |R;?+1 - PJ'.I+1| liefert Lemma 3:

Lemma 3. Es sei Pg ein Punkt des Ausgangskontrollnetzes M° und Pio, i=1,...,8seine I-Nachbarschaft.
Punkt Py bezeichnet den n-fach unterteilten Vertex P(()), erhalten mit dem ESubs-Regelsatz. Die [-Nachbar-
schaft von Py in Tiefe n erzeugt mit dem ESubs-Regelsatz sei P{', i =1,...,8. Die Punkte, die mit den
NURBS- Untertellungsregeln aus P',i=0,...,8, n>0, und den Knotenvektoren K, Ké’ von Fy generiert
werden, seien Rl’-‘H, i=0,...,8. D" sei der Konvergenzradius von Py aus Definition 8.

Dann ist |er_t+1 — Pl-”+1 |, i=0,...,8, n>0, beschrinkt und es existiert fiir jedes i =0, ...,8 eine von
der Unterteilungstiefe n unabhingige Konstante H;, so dass gilt:

|R;l+1 _[)in+1| é i ‘Hi‘Dn
2}’[
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Beweis:
Der Beweis des Lemmas ist im Anhang A zu finden.

Somit ergibt sich fiir |P|:

||
+1
RS D Sy Hy D
J#i
11 ;
= (CR+?'f‘ZBj'Hj)'D
1 i=0
#i
———
=Y
1 7
= (CR+5-%)'D (3.16)
Wegen Lemma 3 und den ESubs-Limitpunktregeln folgt unmittelbar dass y; unabhingig von der Unter-
teilungstiefe n ist. Aus den ¥;, i =0, ..., 8 ergibt sich ¥4, mit:

Ynax *= Mmax (%) (3.17)
i=0,...,8
Somit erhélt man:

1 1
dng Vn>ngp: 2—n"}/max<1—CR und CR+2—n"}/max<l

Damit lassen sich ¢” und Konstante ¢ bestimmen:

n

¢ = Cr+ n * Ymax
n
¢ = max(c
max(c")
Somit gilt:
Vn>ng: [P <D mitc" < 1
und

Vn>ng: [P <c-D'mite<1
Vn>ng: Dl <D mitd" <1
wobei fiir n — oo gilt: ¢ — cg. Ebenso ist die Forderung aus Formel (3.15) von Satz 3 erfiillt mit
g eNy Yn>ng: D'''<ec-D'mit0<c<1

Daraus resultiert direkt die Konvergenz der ESubs bei Verwendung konvex-giiltiger Knotenvektoren.
Auch im Falle nicht konvex-giiltiger Knotenvektoren konvergiert die Fliche gegen den berechneten
Limitpunkt L: Die nicht konvex-giiltigen Knotenvektoren ergeben sich aus einer zu groflen Differenz
zwischen den Knotenintervalle auf gegeniiberliegenden Faceseiten. Da die Knotenintervallvektoren in
der 1-Nachbarschaft von Fj mit 0(2%) zu NURBS-Knotenintervallvektoren (siehe z.B. Abbildung 2.14)
konvergieren, vermindert sich die Differenz und geht fiir n — oo gegen Null. Damit existiert ein ny, so
dass fiir alle Unterteilungstiefen n > n; konvex—giiltige Knotenvektoren vorliegen. Das Vorgehen zur
Folgerung der Konvergenz bei konvex-giiltigen Knotenvektoren kann somit bei nicht konvex-giiltigen
Knotenvektoren nach n; Unterteilungsschritten angewendet werden.
Der Satz zur Konvergenz der ESubs ist somit fiir positive Knotenintervalle bewiesen.
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Korollar 1. Die Konstante c aus Formel (3.15) ldsst sich in Abhdingigkeit der Unterteilungstiefe n aus-
driicken durch 1

"= =Cr+ = on * Ymax
wobei cg die NURBS-Konstante aus Formel (3.15) der NURBS-Unterteilungsfliichen ist. Yyqy ist definiert
in Formel (3.17).

Die Konstanten cg und Yyqx sind unabhdngig von der Unterteilungstiefe n. Somit gilt:
Jng €Ny Yn>ng: D' <" D'mit0<c <1
und

cg = lim .

n—oo

Beweis:
Der Beweis des Korollars ergibt sich direkt aus dem Beweis des Satzes 3.

n n\ 1 ~
i—>(Ri)\. (R1)? ™.

1

Rn+l RVH—I) AR

/ I S SRR
n—1 n n+1 4: n+2 Tt~
| mmmmmm. _>F,l P P P L

Abbildung 3.11: Konvergenz von P, R} und (R!)™ nach L.

3.5 Stetigkeit

Zur Reduktion der Fallanzahl wird die Stetigkeitsbetrachtung der ESubs nach einem Unterteilungsschritt
durchgefiihrt, wenn nur noch Vierecke im Kontrollnetz vorliegen. Der Grad der Stetigkeit hingt von der
Vertexvalenz sowie von den Knotenintervallen ab. Null-Knotenintervalle und Special Features fiihren zu
einer gewiinschten Reduktion der Stetigkeit und werden im nachfolgenden Abschnitt 3.6 untersucht. Im
Folgenden wird von positiven Knotenintervallen und Flachen ohne Special Features ausgegangen.

Irregulére Vertices mit Valenz ungleich vier sind lokale Catmull-Clark-Punkte und besitzen demzu-
folge C'-Stetigkeit [ZS99]. Faces mit regulirer Topologie und konformen Faces in ihrer 1-Nachbarschaft
definieren lokal eine bikubische NURBS-Fliche. Somit liegt bei diesen Patches eine C?-Stetigkeit vor.
Die verbleibenden Gebiete haben reguldre Topologie mit nicht-konformen Faces und bediirfen einer ein-
gehenderen Betrachtung.

Abbildung 3.12 zeigt die Knotenintervalle eines nicht-konformen Faces nach zwei sowie drei Un-
terteilungsschritten. Die Vertices im Inneren des nicht-konformen Faces, auB3erhalb der 1-Nachbarschaft
des Randes, besitzen lokal uniforme Knotenvektoren. In Unterteilungstiefe zwei gilt dies fiir einen Ver-
tex, in Tiefe drei besitzen 25 Vertices einen uniformen Knotenvektor. Die Face-, Kanten- und Vertex-
regeln der ESubs reduzieren sich bei einer solchen uniformen Knotenvektorenstruktur auf die Untertei-
lungsregeln einer uniformen B-Spline-Flache. Mit zunehmender Unterteilungstiefe wéchst das Gebiet im
Inneren des nicht-konformen Faces mit lokal uniformen Knotenvektoren, wodurch sich das Gebiet der
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Abbildung 3.12: Knotenintervalle in einem nicht-konformen Face nach n = 2 (links) und n = 3 (rechts)

Unterteilungsschritten mit ab(i) = 5 -a+ 2;—;‘ b, cd(i) =% -c+ 2;—;‘ d, 1 <i<2m

4 +

B T

Abbildung 3.13: Die lokalen Knotenvektoren im Inneren des nicht-konformen Faces werden in der an-
gegebenen Unterteilungstiefe uniform (links). Der ESubs-Regelsatz reduziert sich bei einer solchen uni-
formen Knotenintervallstruktur auf die uniformen B-Spline-Unterteilungs- und Limitpunktregeln. Die
Folge der resultierenden uniformen B-Spline-Patches (gelb markiert) konvergiert gegen den Rand des
nicht-konformen Faces (rechts).

uniformen B-Spline-Fliche vergroBert (siehe Abbildung 3.13). Fiir Unterteilungstiefe n — oo konvergiert
die uniforme B-Spline-Flache im Inneren des nicht-konformen Faces gegen ein offenes Flachenpatch.
Somit ist das offene innere Gebiet eines nicht-konformen Face-Patches eine uniforme B-Spline-Fldche
mit C2-Stetigkeit.

Es verbleibt noch den Rand des nicht-konformen Faces zu untersuchen. Ebenso wie bei den NURSS-
Fliachen [SSS98] von Sederberg et. al. liegt an den Riandern der nicht-konformen Faces der ESubs ein
nicht-stationdres, nicht-uniformes Unterteilungsschema vor. Aus diesem Grunde ist es schwierig, ei-
ne Eigenanalysis durchzufiihren um die Ordnung der Stetigkeit herauszufinden. Analog zu Sederberg
et. al. wird ein typisches Beispiel mit uniformer, nicht-uniformer und nicht-konformer Knotenintervall-
Konfiguration beziiglich eines Vertex V| untersucht (siehe Abbildung 3.14).
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Abbildung 3.14: Schematische Darstellung des zur Messung benutzten Modells (links) und resultieren-
des Bild der nicht-konformen Face-Konfiguration (rechts).

1,1 30, 40 7.9
uniforme 1 1 20 20 |20 9 |20 |18
Tiefe . 1 nicht-uniform 301 40 nicht-konform 301 40
Knotenintervalle |1 |1 |1 10 [10 [10 4 |10 |12
1] 1 30| 40 8 | 5

O 00 9 O L A W D =

0.31433856261350751000
0.20945458832778499000
0.11728565979642359000
0.06159875354654580100
0.03150700715055997800
0.01592596159664678600
0.00800550624716202430
0.00401330881872325430
0.00200928374829368540

0.28530563486070143000
0.19250866192863764000
0.10846708183561594000
0.05715500522150012600
0.02929276326926552300
0.01482755162634473400
0.00746164387808778520
0.00374423283180049360
0.00187619659582988340

0.29354939434014776000
0.20131895858790597000
0.11480215365071569000
0.06098495866437304800
0.03141065546708451900
0.01594001939504619700
0.00802811009646413330
0.00402726600271096580
0.00201600349693378590

Tabelle 3.2: Maximale Winkel im Bogenmal fiir die drei Knotenintervallkonfigurationen uniform, nicht-
uniform und nicht-konform.

Fiir die Unterteilungstiefen n = 1,...,9 wird der maximale Winkel zwischen den 4 Normalen der
Ebenen, welche durch (E},V{',EY), (E5, Vi, EY), (EY, Vi, E}) und (E},Vy,ET) definiert sind, gemessen.
Dabei wird getestet, wie schnell die benachbarten Faces des betrachteten Vertex koplanar werden. In
der Tabelle 3.2 sind die maximalen Winkel im Bogenmal fiir die drei Knotenintervallkonfigurationen
uniform, nicht-uniform und nicht-konform aufgelistet.

Es ist zu beobachten, dass die nicht-konforme Face-Konfiguration analog zu der uniformen und
NURBS-Konfiguration zu einer Ebene konvergiert. Dieses Beispiel sowie weitere Testfille lassen minde-
stens eine G'-Stetigkeit an den Rindern der nicht-konformen Faces erwarten. Nicht konvex-giiltige und
nicht iiberlappungsfreie Knotenintervallkonfigurationen (siehe Definition 7 und Abschnitt 4.3.1) wurden
bei diesen Tests nicht beriicksichtigt, da sie dem Bereich Special Features angehoren.
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3.6 Special Features

Um die Modellierungsvielfalt von Unterteilungsflachen zu erhohen, wurden so genannte Special Fea-
tures [HDD"94] eingefiihrt. Diese Zusatzfeatures sind inzwischen ein Standardwerkzeug bei der Mo-
dellierung mit Unterteilungsflichen, womit auf einfache Art und Weise lokale Stetigkeitsreduktionen
zum Setzen von Akzenten im Modell durchgefiihrt werden konnen. Dieselben Effekte lassen sich mit
NURBS-Fldchen nur auf umstidndliche Weise iiber ein Zusammenfiigen mehrerer getrimmter Patches
erzielen. Auch bei den erweiterten Unterteilungsflichen sind Special Features integriert. Es stehen zwei
unterschiedliche Arten von Special Features zur Verfiigung, die sich ergiinzen und kombinieren lassen.

B markiert

als scharfe,

H Kante
#H markiert
B als scharfe

B Kante

Abbildung 3.15: Scharfe Kante, generiert mit dem Special Feature-Regelsatz: Kontrollnetz in schema-
tischer Darstellung (links) und resultierendes Bild (rechts) mit griinem Kontrollnetz und blauer Tesselie-
rung der Limitflache. Die betreffende Kante ist auf beiden Abbildungen rot markiert.

Ublicherweise resultieren die Special Features der Unterteilungsflichen aus zusitzlichen Verfeine-
rungs- und Limitregeln. Diese Feature-Regeln lassen sich aus den herkémmlichen Masken der Untertei-
lungs- und Limitregeln herleiten: Nur ein ausgewihlter Teil der Masken wird mit modifizierten Gewich-
ten genutzt, um eine lokale Reduktion der Stetigkeit zu erzielen. Der Special Feature-Regelsatz der ESubs
basiert auf dem entsprechenden Regelsatz der Catmull-Clark-Flachen, wobei die uniformen Regeln um
die nicht-uniformen Fille erweitert werden. Um beispielsweise den Special Feature Typ scharfe Kan-
te bei Catmull-Clark-Fldchen zu generieren, werden die Unterteilungs- und Limitregeln der uniformen
B-Spline-Kurven (siehe Abschnitt 2.3.3) auf den als scharf markierten Kantenzug angewendet. Analog
dazu werden bei den ESubs der Regelsatz von NURBS-Kurven (siehe Abschnitt 2.3.2.1) fiir scharfe Kan-
ten eingesetzt. Um ein glattes Auslaufen einer scharfen Kante zu erreichen, werden die herkommlichen
glatten Regeln beim letzten Vertex auf der scharfen Kante inklusive seiner 1-Nachbarschaft angewendet.
Laufen mindestens drei scharfe Kanten in einem Vertex zusammen, so wird bei Catmull-Clark wie auch
bei den ESubs-Flichen eine Spitze generiert, bei dem der Vertex interpoliert wird. Weitere Special Featu-
res der Catmull-Clark-Flidchen konnen analog an ESubs-Flidchen angepasst werden und in den Regelsatz
der ESubs integriert werden. Beispiele fiir solche Special Features mit ESubs sind in den Abbildungen
3.15,3.17,3.18 und 3.19 gezeigt. Scharfe Kanten konnen dabei durch regulire sowie irregulidre Bereiche
im Kontrollnetz laufen. Eine Modifikation des Verlaufs des scharfen Kantenzugs ist iiber die Knotenin-
tervalle auf der scharfen Kante sowie iiber die Knotenintervalle inzident zur glatt auslaufenden scharfen
Kante moglich.
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0 0
0 0
0 0

Abbildung 3.16: Scharfe Kante, generiert mit Null-Knotenintervallen: Kontrollnetz in schematischer
Darstellung (links) und resultierendes Bild (rechts). Die Kanten mit null Knotenintervallen sind auf bei-
den Abbildungen rot markiert.

Sederberg et. al. [SSS98] stellten eine weitere Methode zur Generierung von Special Feature Effekten
vor. Durch ausgewihltes Nullsetzen von Knotenintervallen konnten sie ebenfalls Formen wie z.B. scharfe
Kanten und Spitzen erzeugen.

Auch fiir ESubs ist dieses Verfahren anwendbar: Ein Nullsetzen der Knotenintervalle entsprechender
inzidenter Kanten (siche Abbildung 3.16 rot markiert) zu einer ausgewiesenen Kante (siche Abbildung
3.16 gelb/schwarz unterlegt) erzeugt eine scharfe Kante. Eine Spitze erreicht man mit dieser Metho-
de durch das Nullsetzen aller Knotenintervalle in der 1-Nachbarschaft eines zu interpolierenden Vertex
(siehe Abbildung 3.17). In der Anwendung sind jedoch die Special Features mit eigenem Regelsatz dem
Null-Knotenintervall-Ansatz vorzuziehen, da mit ersterem Verfahren eine bessere Tesselierung der Fli-
che durch einfaches Unterteilen resultiert. Dies wird beim Vergleich der Abbildungen 3.15 und 3.16
deutlich. Beide Verfahren konnen jedoch geeignet kombiniert werden und bieten zusammen mit den
nicht-konvexen Knotenintervallen eine Vielzahl von Mdglichkeiten, Modelle zu gestalten (sieche Abbil-
dung 3.18-3.20).

Abbildung 3.17: Mischung unterschiedlicher Special Features: Scharfe Kante mit glatt auslaufenden
Enden (1), Spitze generiert durch Null-Knotenintervalle (2), Kegel (3), Spitze erzeugt durch drei in einem
Vertex inzidente scharfe Kanten (4).
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Abbildung 3.18: Nicht-uniforme Knotenintervalle (rot markiert) auf der scharfen Kante erlauben eine
préazise Kontrolle des Verlaufs der scharfen Kante. Ebenso beeinflusst eine Modifikation der Knoten-
intervalle (rot markiert) auf den Kanten inzident zur glatt auslaufenden scharfen Kante die Gestalt der
scharfen Kante. Der scharfe Kantenzug verlduft im Beispiel durch regulédre und irregulédre Vertices.

Abbildung 3.19: Beispiel fiir ein erweitertes Unterteilungsflichenmodell mit scharfen Kanten: Die
scharfen Kanten sind im griinen Kontrollnetz rot markiert. Modell von Lars Reusche.

Abbildung 3.20: Wirkung konvexer (links) und nicht-konvexer (rechts) Knotenintervallkonfigurationen
in Detailsicht. Die Knotenintervallwerte der rot markierten Kanten sind ebenfalls rot gekennzeichnet.
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3.7 Rationale erweiterte Unterteilungsflichen

Analog zu NURBS konnen rationale erweiterte Unterteilungsflichen durch Homogenisierung erzielt
werden. Die Kontrollpunkte P; € R der erweiterten Unterteilungsfliche erhalten Gewichte w; # 0 in
einem Homogenisierungsschritt:

X-w
X
W
Homogenisierung : R> — R*, P=|y |—P'= g
zw
Z
w

Zur Berechnung und Weiterverarbeitung der Fliche kommen statt der Kontrollpunkte P; die homogeni-
sierten Kontrollpunkte P} zum Einsatz. Die Unterteilungsregeln, Special Feature Regeln und die Limit-
regeln werden mit den vierdimensionalen Kontrollpunkten P} ebenso wie in den Abschnitten 3.3 und
3.6 beschrieben durchgefiihrt. Die resultierenden dreidimensionalen Kontrollpunkte und Limitpunkte
der rationalen Flidche erhilt man durch eine Projektion der vierdimensionalen Punkte in die Hyperebene
w=1:

Xy X

w

.. 4 3 W Yw Yw
Inhomogenisierung : IR* — IR”, P = — P =1 ¥
z w

w Zw

W w

Somit stehen die erweiterten Unterteilungsflichen auch als rationale Fldchen zur Verfiigung. Bikubische
rationale nicht-uniforme B-Spline Flichen konnen auf diese Weise mit den erweiterten Unterteilungs-
flichen reprisentiert werden.
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Kapitel 4

Konvertierung,
Approximierung
und Modellierung

Beim Modellieren mit erweiterten Unterteilungsflichen hat der Designer die Wahl auf Werkzeuge aus der
Polygonmodellierung zuriickzugreifen und Vorgehensweisen aus der NURBS-Modellierung zu nutzen.
Beliebige polygonalen Grundobjekte, wie z.B. ein Wiirfel, dienen als Ausgangskontrollnetze fiir einen
Modellierungsprozess mit Unterteilungsflichen. Auf diesen Ausgangskontrollnetzen kdnnen topolgie-
verindernde Operationen ausgefiihrt werden, die zu komplexeren Modellen fiihren. Catmull-Clark-Mo-
delle konnen ebenfalls mit ESubs verwendet werden. Abschnitt 4.1.1 widmet sich der Konvertierung von
polygonalen Objekten und Catmull-Clark-Objekten zur Weiterverarbeitung mit ESubs.

Dariiber hinaus kénnen mit den ESubs NURBS-Modelle genutzt werden: Nach einer Konvertierung
der NURBS-Flidche mit beliebigem Grad zu einer bikubischen NURBS-Flache mit Hilfe eines gegebe-
nen Abweichungsmales, stehen auch beliebige NURBS-Modelle als ESubs-Modelle zur Verfiigung. Ab-
schnitt 4.1.2 erldutert die Verwendung von NURBS-Objekten. Um mit NURBS-Fldchen komplexe Mo-
delle trotz eingeschrinkter Topologie zu erzielen, sind NURBS-Objekte im Allgemeinen getrimmt. Um
diese getrimmten Fliachen mit ESubs korrekt darzustellen, miissen die konvertierten NURBS-Modelle
ebenfalls getrimmt werden. Abschnitt 4.2 beschreibt die Integration der Trimminformationen ins Kon-
trollnetz und das Trimming mit ESubs. Zur Weiterverarbeitung bieten ESubs dem Modellierer Opera-
tionen an, die iiber die Moglichkeiten von NURBS- und Catmull-Clark-Flachen hinausgehen. Abschnitt
4.3 zeigt eine Reihe von Modellierungsoptionen auf, die im praktischen Einsatz von ESubs Verwendung
finden.

4.1 Konvertierung mit Abweichungsmaf

ESubs basieren auf NURBS- sowie Catmull-Clark-Fldchen. Bei Verwendung eines Kontrollnetzes mit
uniformen Knotenintervallen reduziert sich die ESubs-Fldche zu einer Catmull-Clark-Fliache. Bei regu-
larer Topologie im Vierecks-Kontrollnetz sowie konformen Faces resultiert eine bikubische NURBS-
Fliche.

Umgekehrt ldsst sich eine Catmull-Clark-Flache mit ESubs darstellen. Ebenso ldsst sich eine bikubi-
sche NURBS-Fliche durch ESubs reprisentieren. Dies sind die Voraussetzungen fiir die Konvertierung
mit Abweichungsmall von NURBS- und Catmull-Clark-Flachen zu ESubs-Flichen.

59
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4.1.1 Konvertierung von polygonalen Objekten und Catmull-Clark-Objekten

Um Catmull-Clark-Objekte mit ESubs nutzen zu konnen, miissen uniforme Knotenintervalle an den
Kanten des Catmull-Clark-Kontrollnetzes ergiinzt werden. Der ESubs-Regelsatz zusammen mit dem er-
weiterten Catmull-Clark-Kontrollnetz liefert eine identische Fliche zur Catmull-Clark-Fléche.

Zum Aufbau eines neuen ESubs-Objektes aus einem polygonalen Grundkorper muss das Kontroll-
netz, das aus dem polygonalen Objekt besteht, ebenfalls um Knotenintervalle erweitert werden. Dazu
bieten sich uniforme Knotenintervalle an, die in weiteren Modellierungsschritten modifiziert werden
konnen (siehe Abschnitt 4.3).

4.1.2 Konvertierung und Approximierung von NURBS-Modellen

Die meisten NURBS-Modelle liegen als clamped NURBS-Flidchen vor. Daher wird in diesem Abschnitt
von clamped Flachen ausgegangen. Unclamped NURBS-Modelle konnen wie z.B. in [PT95] beschrieben
zu clamped NURBS-Flachen umformuliert werden.

4.1.2.1 Bikubische NURBS-Modelle als erweiterte Unterteilungsfléichen

Das Kontrollnetz einer bikubischen NURBS-Fliche, ergéinzt um seine Knotenintervalle (siche Abbildung
4.1), kann direkt als Kontrollnetz fiir eine ESubs-Fldche genutzt werden und liefert eine zur NURBS-

Kontrollnetz M° Limitfliche

Knotenvektor V

el e e3 ey
Knotenvektor U

Unterteilungsschritt

O m  neuer Facepunkt
< & neuer Kantenpunkt
O @ neuer Vertexpunkt

Kontrollnetz M' Limitfliche
e3 €3

e ey ey

<> <> <>
[4) eyl el eyl ezl es [} €y,

d3 d3 d3 d3

e, €3,

Knotenvektor V

Knotenvektor U

Abbildung 4.1: Parameterraum und Bildraum mit Kontrollnetz sowie Limitflache einer zu ESubs kon-
vertierten bikubischen NURBS-Fliche in schematischer Darstellung (oben). Ein Unterteilungsschritt der
ESubs-Fliche erfolgt analog zu einem Unterteilungsschritt bei NURBS-Unterteilungsflachen (unten).
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Fldche identische Fliche. Die Knotenintervalle auf den Kanten des Kontrollnetzes markieren den Pa-
rameterbereich, zu dem ein Face des Kontrollnetzes gehort (in Abbildung 4.1 jeweils blau/rot mar-
kiert). Zur Unterteilung werden analog zu den NURBS-Unterteilungsflichen Knoten an den Stellen
(¢i+2i+1)/2 und (dj+d;jy1)/2 eingefiigt. Aus diesem Einfiigeprozess resultieren die neuen Face-,
Kanten- und Vertexpunkte wie in Abbildung 4.1 dargestellt.

Im Gegensatz zum Catmull-Clark-Unterteilungsschema wird bei den ESubs analog zu den NURBS-
Unterteilungsflachen der Rand der Fliche mit Null-Knotenintervallen (sieche Abbildung 4.1) nicht un-
terteilt. Ein Face des Kontrollnetzes ist im Randbereich, wenn sich Eckpunkte des Faces auf dem Rand
befinden. Eine Kante ist im Randbereich, wenn genau ein Vertex der Kante auf dem Rand liegt. Die neu-
en Facepunkte und die neuen Kantenpunkte im Randbereich ziehen sich analog zu den NURBS-Flidchen
auf Grund der Null-Knotenintervalle zum Rand hin und bilden somit als unterteiltes Kontrollnetz M
die gleiche NURBS-Fliche wie mit M°. Der Parameterraum wird bei einem Unterteilungsschritt zur
Vereinfachung um Faktor zwei skaliert: Statt der Knotenintervalle d;/2 und e;/2 werden zur besseren
Ubersicht die Knotenintervalle d; und e; verwendet. Diese Vorgehensweise ist 0.B.d.A. korrekt, da durch
die Skalierung die Teilverhiltnisse beibehalten werden. Beim fortwihrenden Unterteilen konvergieren
die Punkte im Randbereich zum Rand. Die Limitpunkte (gelb markiert in Abbildung 4.1) werden nur fiir
die inneren Vertexpunkte (in Abbildung 4.1 schwarz markiert) berechnet, da die Limitpunkte des Randes
mit den Limitpunkten der Vertices im Randbereich identisch sind. Es ergibt sich somit fiir ESubs analog
zu NURBS-Flidchen eine andere Tesselierung der Limitfliche im Randbereich als bei Catmull-Clark-
Fldchen.

4.1.2.2 NURBS-Flichen beliebigen Grades als erweiterte Unterteilungsflaichen

NURBS-Fldchen mit beliebigem Grad konnen mit einem benutzerdefinierten Abweichungsmafl 7OL zu
einer bikubischen Fldche konvertiert werden. Die resultierende Fliche liefert somit eine Approximation
der Ausgangsfliche. Das AbweichungsmaB stellt sicher, dass die konvertierte Fliche S (u,v) von der
originalen Flidche S(u,v) nicht mehr als TOL abweicht:

1S (u,v) — S™ (u,v)| < TOL

Zur Konvertierung der NURBS-Fliche S(u,v) werden zunichst die Kurvensegmente in Richtung des
ersten Parameters und anschlieBend in Richtung des zweiten Parameters mit Abweichungsmal} konver-
tiert (sieche Abbildung 4.2). Der Algorithmus zur Konvertierung dieser NURBS-Kurven aus dem Kon-
trollnetz erhilt als Eingabe ein Abweichungsmall TOL, die Kontrollpunkte K der NURBS-Kurve mit
Grad p aus dem Kontrollnetz der NURBS-Fliche und den Knotenvektor des Kurvensegmentes

U:{u07"'7u07u17"'7”17"'7us7"'7us7us+17"'7us+1}
—_——— —— —_——— —

p mi mg )4

Die NURBS-Kurve und somit auch das Kurvensegment sei 0.B.d.A. clamped.
Gilt Grad p < 3, so wird eine verlustfreie Graderhohung durchgefiihrt:

i=1U"":=U, K" =K
repeat
e Extrahiere i-tes Bézier-Segment aus der NURBS-Kurve mit Kontrollpunkten K** durch
(m; — p)-faches Knoteneinfiigen von u; in Knotenvektor U™,
e Fiihre Graderhdhung des i-ten Bézier-Segmentes durch.
e Entferne iiberfliissige Knoten aus U™ zwischen (i — 1)-ten und i-ten Bézier-Segmentes.
e [:=i+1
until i > 541
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NURBS-Fliche S(u,v) vom Grad (2,4),
mit den Knotenvektoren U, V
und dem Kontrollnetz M.

Abweichungsmal ist TOL.

]

Zerlegung in Kurvensegmente Graderhohung der Kurvensegmente
in u-Richtung mit Knotenvektor U

Konvertierung /.—\'
—»
in u-Richtung ./.—\'

°

)
W

Zerlegung in Kurvensegmente Gradreduktion mit Abweichungsmalf}
in v-Richtung der Kurvensegmente mit
Knotenvektor V

Konvertierung
—»
mit
Abweichungs-
mal in
v-Richtung

NURBS-Fliche " (u,v) vom Grad (3,3),
mit den Knotenvektoren U ykonv
und dem Kontrollnetz Mko,

Es gilt: |S(u,v) — S*™(u,v)| < TOL.

R

Abbildung 4.2: Konvertierung mit Abweichungsmal einer NURBS-Fliche vom Grad (2,4) zu einer
bikubischen Fliche.
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Liegt Grad p > 3 vor, so ist eine Gradreduktion mit Hilfe des Abweichungsmafes 7OL nétig:

repeat
i:=1,U%"w .=y, Kk .= K, fertig:=true
Setze Eintrige in Abweichungsvektor A[] auf null.
repeat
e Extrahiere i-tes Bézier-Segment aus der NURBS-Kurve mit Kontrollpunkten K" durch
(m; — p)-faches Knoteneinfiigen von u; in Knotenvektor U™,
e Fiihre Gradreduktion des i-ten Bézier-Segmentes durch.
Speichere maximal auftretende Abweichung ab:
|Bézier-Segment; (1) — Bézier-Segment™ (u)| < maxA,; =: A[i], u € [u;_1,u;]
e Entferne iiberfliissige Knoten aus U*" zwischen (i — 1)-ten und i-ten Bézier-Segmentes.
Speichere auftretende Abweichung in Abweichungsvektor A[] ab.
o i:=i+l
until i > s+ 1
// Uberpriife Abweichungsvektor:
for(i=1;i<s+1;,+4+10){
if (A]i] > TOL) {
// Abweichung ist zu grof3, zur Korrektur:
Fiige Knoten “’%ﬂ’ in Knotenvektor U (m; — p — 2)-fach ein.
fertig:=false.
}
}

until fertig

Der Pseudo-Code gibt die Gradreduktion mit Abweichungsmalf} einer NURBS-Kurve an. Zur Gradreduk-
tion einer NURBS-Flidche werden die Kurvensegmente in Richtung des ersten Parameters und anschlie-
Bend in Richtung des zweiten Parameters mit Abweichungsmal} gradreduziert. Bei der Gradreduktion in
Richtung eines Parameters wird vor der Uberpriifung des Abweichungsvektors fiir alle Kurvensegmente
in Richtung des betrachteten Parameters eine Gradreduktion durchgefiihrt (innere repeat-until Schleife).
Fiir eine Gradreduktion einer NURBS-Fldche mit Abweichungsmal} sind somit zwei Abweichungsvek-
toren zu berticksichtigen. Nach der Konvertierung der Kurvensegmente in Richtung des ersten und des
zweiten Parameters liegt eine bikubische NURBS-Flidche vor, die sich innerhalb des angegebenen Ab-
weichungsmaBes 7'OL bewegt. Das Kontrollnetz der konvertierten Flidche, erweitert um seine Knotenin-
tervalle, ergibt zusammen mit dem ESubs-Regelsatz eine Fliche, die von der originalen NURBS-Fliche
ebenfalls nicht mehr als TOL abweicht. Details zum Konvertierungsalgorithmus sind in [PT95] zu fin-
den. Die Konvertierung mit Abweichungsmall von NURBS beliebigen Grades zu bikubischen NURBS
wurde im Rahmen einer Studienarbeit [Reu03] von Lars Reusche umgesetzt.

nvektor V

Knotes

Knotenvektor U

Abbildung 4.3: Trimming einer NURBS-Flache.
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4.2 Trimming von konvertierten NURBS-Modellen

Komplexe NURBS-Modelle bestehen im Allgemeinen aus mehreren getrimmten NURBS-Flachen. Um
diese getrimmten NURBS-Flidchen mit ESubs darstellen zu kénnen, werden sie zunichst, wie im vorigen
Abschnitt beschrieben, zu bikubischen NURBS-Fldchen mit Abweichungsmal} konvertiert. Zum Trim-
men der ESubs-Fliche sei M? das Ausgangskontrollnetz der konvertierten bikubischen NURBS-Fliche,
wobei M° die Knotenintervalle aus den Knotenvektoren U und V der konvertierten NURBS-Fliche ent-
hilt. Der Definitionsbereich von U und V sei [ug, u,] und [vo,v,,|. Weiterhin sei ¢(r) die Trimmkurve mit
¢ : [to,ty) — [uo,un) X [vo,Vvi]. Im Beispiel von Abbildung 4.3 bzw. 4.4 besteht ¢(¢) aus zwei Kurven-

stiicken.
1
:
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- : | -
| -

1

= 1
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3 1 Unterteilungsschritt

E 1 | |- - - - - === —_—S
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' [ bitdum )"

> . ildrau

g 1

g 1

g 1

M 1
1

Knotenintervall a Knotenvektor U 1 Face aus

I Ausgangskontrollnetz

T! Parameterraum

Abbildung 4.4: Trimming einer ESubs-Fliche. Die Trimminformationen entstammen dem getrimmten
konvertierten NURBS-Modell.

Im ersten Schritt des Trimmings wird die Trimmkurve anhand der Schnittgeraden (u;,y) und (x,v;)
mit 0 < i <n, x € [up,uy] und 0 < j < m, y € [vo,v], in Teilkurven zerlegt (siche Abbildung 4.4
links). Jede Teiltrimmkurve verlduft somit in einem Teilbereich [u;,u;1] % [vj,vjs1], i =0,...,n—1,
j=0,...,m— 1. Diese Parameterbereiche inklusive ihrer Teiltrimmkurven werden den Faces des Kon-
trollnetzes M° nach einer Skalierung zu [0, 1] x [0, 1] zugewiesen (siehe Abbildung 4.4 mitte).

Bei einem Unterteilungsschritt von Tiefe [ nach Tiefe / 4 1 werden die Parameterbereiche der Faces
analog zum Unterteilungsschema der Fliche unterteilt. Die Trimmkurven werden dabei entlang (x,0.5)
und (0.5,y) mit x,y € [0, 1] in Teilkurven zerlegt. Die vier Teilparameterbereiche inklusive ihrer Trimm-
kurven werden zu [0, 1] x [0, 1] skaliert und den jeweiligen vier neuen Faces in Unterteilungstiefe / + 1
zugeordnet.

4 A4

é

Abbildung 4.5: Tesselierung der getrimmten ESubs-Limitfldche.
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In gewiinschter Unterteilungstiefe / werden fiir jedes Face des Kontrollnetzes M’ seine vier Limit-
punkte zur Darstellung bestimmt. Fiir Faces mit Trimmkurven ist eine zusitzliche Berechnung notwen-
dig: Der Parameterraum des Faces wird mit Hilfe des Mittelpunktes (0.5,0.5) in vier Dreiecke zerlegt
(siehe Abbildung 4.5). Die Trimmkurve wird abgetastet und durch einen Polygonzug ersetzt. Alle Abtast-
punkte liegen in einem der vier Dreiecke bzw. auf den Kanten der Dreiecke. Fiir diese Abtastpunkte wer-
den die baryzentrischen Koordinaten beziiglich des Dreiecks, in dem sie liegen, berechnet. Im Bildraum
werden die vier Limitpunkte Lo, Lo 1,L1,1,L1 0 bestimmt, wobei L; ; der entsprechende Limitpunkt zum
lokalen Parameter (i, j) des Faces ist. Der Mittelpunkt ergibt sich aus %(Lo,o +Loj+Li+Lio). Die
vier Dreiecke im Bildraum lassen sich analog zu den Dreiecken im Parameterraum aus Lo o, Lo 1,L1.1,L10
und dem Mittelpunkt ermitteln (siehe Abbildung 4.5). Die Abtastpunkte konnen nun durch die baryzen-
trischen Koordinaten und die entsprechenden Dreiecke in den Bildraum {iibertragen werden. Mit den
Abtastpunkten im Bildraum und den Limitpunkten L; ; ldsst sich das Polygon bestimmen, das zur Fli-
che gehort und beispielsweise zu visualisieren ist (blau markiert in Abbildung 4.5). Das Trimming der
konvertierten Modelle wurde von Lars Reusche im Rahmen seiner Diplomarbeit [Reu05] umgesetzt.

Abbildung 4.6: Getrimmtes NURBS-Modell konvertiert zu getrimmtem ESubs-Modell. Modell von
Volkswagen AG aus [Reu05].

4.3 Modellierung

ESubs bieten dem Modellierer Operationen an, die iiber die Moglichkeiten von (bikubischen) NURBS-
und Catmull-Clark-Flachen hinausgehen. Als Erweiterung von NURBS steht bei den ESubs eine beliebi-
ge Topologie zur Verfiigung, die eine Generierung komplexer Modelle ohne Zuhilfenahme von Trimming
erlaubt. Der Einsatz von Special Features bringt zusitzliche Akzente ins Modell, die mit konventionellen
NURBS-Flachen wesentlich umstiandlicher nachzumodellieren sind. Als Weiterentwicklung zur unifor-
men Catmull-Clark-Unterteilungsflache kénnen bei ESubs Knotenintervalle beliebig gesetzt werden, so
dass eine nicht-uniforme Unterteilungsflache inklusive nicht-konformer Faces erzeugt werden kann.
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4.3.1 Modellierung mit Knotenintervallen

In diesem Abschnitt des Modellierungskapitels werden die Moglichkeiten erldutert, die sich durch Modi-
fikationen der Knotenintervalle ergeben. Eine Anderung eines Knotenintervallwertes bei einer NURBS-
Flache in einem uniformen Knotenvektor bewirkt ein ,,dehnen® bzw. ,,zusammenziehen‘ der Fliche im
Einflussbereich des modifizierten Knotenintervalls. Durch diese Knotenintervallmodifikation ergibt sich
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Abbildung 4.7: Kontrollpunkte in Tiefe 2 bei regulirem Einheitskontrollnetz. Verwendet wurden die
angegebenen Knotenintervallkonfigurationen.
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Abbildung 4.8: Limitpunkte in Tiefe 2 bei reguldrem Einheitskontrollnetz. Benutzt wurden die angege-
benen Knotenintervallkonfigurationen.

Abbildung 4.9: Tesselierte Limitfliche mit den Knotenintervallkonfigurationen aus Abbildung 4.7 und
Abbildung 4.8.
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somit eine nicht-uniforme Fliche. Ein ,,Zusammenziehen* der Fldche kann mit Nullsetzen von Knoten-
intervallen im Knotenvektor verstiarkt werden, womit eine Reduktion der Stetigkeit der NURBS-Fliche
erzielt wird.

Analog dazu verhilt sich die ESubs-Flache: Bei reguldrer Topologie mit uniformen Knoteninterval-
len fiihrt eine Knotenintervallinderung einer kompletten ,,Reihe* bzw. ,,Spalte* von Knotenintervallen
zu einer nicht-uniformen Flache. Durch diese Knotenintervallinderung einer ganzen Reihe bzw. Spalte
entstehen wiederum nur konforme Faces.

ESubs bieten zudem die Moglichkeit lokal einzelne Knotenintervalle zu modifizieren, woraus nicht-
konforme Faces resultieren. Diese nicht-konformen Faces bieten dem Modellierer ein erweitertes Spek-
trum verfiigbarer Modellierungsoptionen an. Mit nicht-konformen Faces sind Null-Knotenintervalle zur
Generierung von Special Features moglich, wie bereits in Abschnitt 3.6 erlautert. Die Abbildungen 4.7
bis 4.9 zeigen ein Beispiel fiir eine scharfe Kante, die durch Null-Knotenintervalle generiert wurde. Zu-
sétzlich ldsst sich durch eine gezielte Modifikation der Knotenintervalle Einfluss auf den Verlauf der
scharfen Kante nehmen.

Mit einer Abdnderung einzelner Knotenintervalle, wodurch nicht-konforme Faces entstehen, kann
somit lokal eine ,,Dehnung® bzw. ein ,,Zusammenziehen* der Flache erfolgen. Die ESubs-Limitpunkte
eines Vertex mit seinen beiden lokalen Knotenvektoren sind durch die NURBS-Limitpunktregel definiert
und geben auf diese Weise die lokale Verzerrung der Fldche vor. Bei nicht-konformen Faces mit extre-
men Verzerrungen kann es zu iiberlappenden Knotenintervallkonfigurationen kommen. Ein Modellie-
rungstool muss daher im Einheitskontrollnetz iiberpriifen, ob eine Uberlappung bei den Kontrollpunkten
vorliegt (siche Abbildung 4.10) und einen entsprechenden Hinweis ausgeben. Uberlappende Knotenin-
tervallkonfigurationen konnen als eine Art Special Feature genutzt werden, beispielsweise lassen sich
damit auf einfache Weise wellenférmige Gebilde erzeugen (siehe Abbildung 4.12). Sie sind daher nicht
komplett zu unterbinden, sondern als Modellierungsoption anzusehen.

T 7] T
?]/7/ N B
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Abbildung 4.10: Reguldres Einheitskontrollnetz (griin) mit angegebener Knotenintervallkonfiguration,
sieche auch Abbildung 4.11 und 4.12. Die iibrigen Knotenintervalle haben den Wert 1. Das resultierende
Kontrollnetz nach einem Unterteilungsschritt ist blau gekennzeichnet. Bei der gewzhlten Knoteninter-
vallkonfiguration tritt fiir einen neuen Vertexpunkt (roter Kreis) eine Uberlappung im Kontrollnetz auf.
Der neue Vertex liegt nicht innerhalb des Polygonzugs seiner 1-Nachbarschaft (orange markiert). Zur
besseren Unterstiitzung des Anwenders sollte ein Modellierungstool einen Hinweis auf diesen Fall aus-
geben.



68 KAPITEL 4. KONVERTIERUNG, APPROXIMIERUNG UND MODELLIERUNG

s
/

AV
!
W
Hl
/i

I, N
7 H N
Bia Yy R
L4 -+ am
RN ! Pl

Abbildung 4.11: Tesselierte Limitflache (blau)
eines reguldren Einheitskontrollnetzes (griin)
mit angegebener Knotenintervallkonfiguration.
Im orangefarbenen eingekreisten Bereich fin-
det eine Uberlappung statt.

Abbildung 4.12: Tesselierte Limitflache (blau)
mit der gleichen Knotenintervallkonfiguration
wie Abbildung 4.11. Mit Hilfe einer {iiber-
lappenden Knotenintervallkonfiguration kon-
nen auf einfache Weise wellenformige Gebilde

erzeugt werden.

4.3.2 Beispiele fiir die Modellierung mit ESubs

ESubs-Modelle lassen sich aus beliebigen NURBS-, Catmull-Clark- bzw. Polygonmodellen generieren
(siehe Abbildung 4.13 bis 4.19). Bei einer Neukreation eines Objektes wird bei den ESubs analog zum
Modellierungsprozess von NURBS und Unterteilungsflachen verfahren. In diesem Abschnitt sind dazu
einige Beispiele aufgefiihrt.

Abbildung 4.13: Catmull-Clark-Modell mit scharfen Kanten (rot markiert, links) konvertiert zu einem
ESubs-Modell, bei dem zusitzlich Knotenintervalle modifiziert wurden (rechts, rot gekennzeichnet).

Die Abbildungen 4.14 und 4.15 zeigen ein Beispiel fiir ein ESubs-Modell, das aus einem planaren
Kontrollnetz mit uniformen Knotenintervallen erzeugt wurde. Mittels diverser topologieverdndernden
Netzoperationen wie beispielsweise das Splitten eines Faces oder das Extruden eines Faces ldsst sich das
Kontrollnetz des Ausgangsobjektes beliebig modifizieren. Translationen von Vertices, Kanten und Faces
des Kontrollnetzes fiihren schlieBlich mit den topologieverindernden Netzoperationen zu komplexen
Objekten. Der Kaktusbaum in Abbildung 4.14 ist auf diese Weise aus einer Ebene entstanden. Alle
Knotenintervalle des Modells sind bislang uniform, so dass eine Catmull-Clark-Fliche représentiert wird.
Um Akzente ins Modell zu setzen, konnen die Knotenintervalle genutzt werden. Dadurch lassen sich
nicht-uniforme Flachenteile oder nicht-konforme Faces bilden. Abbildung 4.15 zeigt die Wirkungsweise
unterschiedlicher Knotenintervall-Belegungen.
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Abbildung 4.14: Durch diverse Modellierungsoperationen auf einem planaren Kontrollnetz mit unifor-
men Knotenintervallen ist ein komplexeres Modell entstanden. Wegen der uniformen Knotenintervalle
reprasentiert die ESubs-Fldche eine Catmull-Clark-Flache (links mit Kontrollnetz, rechts resultierende
Fliche).

Abbildung 4.15: Eine Anderung vom uniformen Knotenintervallwert 1 zu den angegebenen Werten auf
den rot markierten Kanten (links) fiihrt zu nicht-uniformen Fldchenteilen und nicht-konformen Faces.
Dadurch sind entsprechende Akzente im Modell moglich, die dem Modellierer erlauben individuelle
Gestaltungspunkte zu setzen.

Abbildung 4.16: Beispiel fiir ein Polygonmo- Abbildung 4.17: Polygonmodell ergidnzt um
dell. Modell von Pytha Lab GmbH. uniforme Knotenintervalle und verwendet als
ESubs-Kontrollnetz.
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Abbildung 4.18: Anwendung von Modellierungsoperationen auf das Polygonmodell und Setzen von
scharfen Kanten (rot markiert im Ausgangskontrollnetz). Die resultierende ESubs-Fléche ist wegen den
uniformen Knotenintervallen eine Catmull-Clark-Fliche.
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Abbildung 4.19: Die Knotenintervalle der rot markierten Kanten werden auf die angegebenen Werte
gesetzt, die iibrigen Knotenintervalle bleiben uniform auf Wert 1. Durch Anderung der Knotenintervalle
ergeben sich nicht-uniforme Flidchenteile und nicht-konforme Faces, mit deren Hilfe die Fliche zusitz-

lich gestaltet werden kann.
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Polygonmodelle, ergiinzt um uniforme Knotenintervalle, stehen ebenfalls als Ausgangskontrollnetze
fiir ESubs zur Verfiigung, wie Abbildung 4.16 und 4.17 demonstriert. Eine identische Darstellung des Po-
lygonmodells mit ESubs wird durch das scharf Setzen aller Kanten des Kontrollnetzes erzielt (sieche Ab-
bildung 4.16), ein glatt Setzen aller Kanten liefert das gewiinschte abgerundete Objekt (siehe Abbildung
4.17). In nachfolgenden Modellierungsprozessen konnen diese Objekte, mit Unterstiitzung der besonde-
ren Eigenschaften der ESubs, weiterverarbeitet werden (sieche Abbildung 4.18 und 4.19). Am Beispiel
von Abbildung 4.19 sind Einsatzmoglichkeiten der ESubs in der Modellierung durch Kombinationen
von Special Features, nicht-uniformen Knotenintervallen und nicht-konformen Faces demonstriert.

Catmull-Clark-Modelle erhalten ebenso wie Polygonmodelle uniforme Knotenintervalle zugewie-
sen. Sie konnen identisch mit ESubs dargestellt sowie weiter bearbeitet werden (siehe Abbildung 4.13).

Abbildung 4.20: Zu ESubs konvertierte getrimm-  Abbildung 4.21: Zu ESubs konvertiertes ge-
te NURBS-Fliachen. Die konvertierten Fldchen trimmtes NURBS-Modell, in einem anschlieBen-
wurden in einem weiteren Modellierungsprozess ~ den Modellierungsprozess erweitert um Special
modifiziert und mit Special Features versehen.  Features. Modell von Volkswagen AG [VW]
Modell von Matthias Richter und Lars Reusche.

NURBS-Flichen beliebigen Grades konnen zu bikubischen NURBS-Fldchen graderhoht bzw. mit ei-
nem gegebenen Abweichungsmal} gradreduziert werden (siehe Abschnitt 4.1.2). Das resultierende Kon-
trollnetz, ergdnzt um die Knotenintervalle der beiden NURBS-Knotenvektoren, dient als Ausgangskon-
trollnetz fiir die ESubs-Fliche. Die Abbildungen 4.20 und 4.21 zeigen ESubs-Flichen, die aus konver-
tierten getrimmten NURBS-Flidchen gebildet wurden und in einem weiteren Modellierungsschritt mit
Special Features versehen wurden. Mit ESubs konnen auch konvertierte NURBS-Fldachen mit unter-
schiedlichen Knotenvektoren zusammengesetzt werden, wie in Abbildung 4.22 gezeigt.

ol—~lwoe]=Tw
ol—lw[o[w]—=Tw
— (o= ]—=]0]—
—[o=]s]~]]—

Abbildung 4.22: Zusammenfiigen zweier NURBS-Flidchen (griin und rot markiert) mit unterschiedli-
chen Knotenvektoren, wodurch eine Spalte nicht-konformer Faces entsteht. In schematischer Darstel-
lung: Kontrollnetz mit Knotenintervallen (links), tesselierte Fliche (mitte) und resultierende Fldche
(rechts).



72

KAPITEL 4. KONVERTIERUNG, APPROXIMIERUNG UND MODELLIERUNG



Kapitel 5

Visualisierung

Nach Einfiihrung der Unterteilungsflichen am Beispiel Loop, Catmull-Clark und ESubs, steht nun die
Visualisierung im Mittelpunkt des Interesses. Ziel jeder Visualisierung ist es, in akzeptabler Zeit ein
optisch moglichst ansprechendes Bild zu generieren. Dabei steht bei der interaktiven Darstellung die
akzeptable Zeit im Vordergrund, wihrend bei der photorealistischen Darstellung die Qualitét des Bildes
den Schwerpunkt setzt.

Diesen Zielen gegeniiber steht das exponentielle Wachstum der Unterteilungsflachen im Zuge wei-
terer Verfeinerungsschritte. Wird Unterteilungstiefe [ als ausreichende Tiefe akzeptiert, so sind beim
Oberflichentyp Loop oder Catmull-Clark mit einem Dreiecks- bzw. Viereckskontrollnetz bereits (An-
zahl Faces des Kontrollnetzes)-4' Dreiecke respektive Vierecke darzustellen. Nimmt man als Beispiel
ein Kontrollnetz mittlerer Groffe mit 1000 Faces, so liefert eine Unterteilungstiefe von 4 bereits 256000
Polygone. Mehrere Objekte in dieser GroBenordnung wiirden eine feine Unterteilung schlicht unmog-
lich machen. Um also ein qualitativ hochwertiges Bild zu erhalten, muss erkannt werden, welche Teile
der Unterteilungsfliche eine groflere Verfeinerung bediirfen, welche an der Beleuchtungsrechnung nicht
teilnehmen und welche ein optisch zufrieden stellendes Resultat mit geringerer Unterteilungstiefe lie-
fern. Auf diese Weise werden adaptiv nur die notwendigen Unterteilungen zur Generierung eines qua-
litativ hochwertigen Bildes durchgefiihrt, es findet also eine Auswahl aus den Y. (Anzahl Faces des
Kontrollnetzes)-4' Polygonen statt. Die vorhandene Rechenzeit wird somit optimal zur Berechnung und
Darstellung der notwendigen Polygone investiert. Die entwickelten Verfahren zur adaptiven Visualisie-
rung von Unterteilungsflachen wurden in [MHOO], [SMFFO03], [SMFF04] und [MTFO03] veroffentlicht.

5.1 Interaktive Darstellung

Ein Bereich der Computergraphik, der mit wachsenden Rechnerkapazititen zunehmend an Bedeutung
gewinnt, widmet sich der interaktiven Darstellung von Objekten. Ausgehend von dem Gedanken, dass
der Nutzer einer virtuellen Welt den Eindruck einer real existierenden Welt erfahren soll, gewinnt die
Wahl der verwendeten Modelle eine zentrale Rolle. Ist man kein Anhinger des Kubismus, so beinhal-
tet eine realistisch wirkende Umgebung eine Vielzahl Freiformflachen. Unterteilungsflachen — als ein
moglicher Freiformflichentyp — bieten insbesondere im VR-Umfeld ihre gewohnten Vorteile wie z.B.
beliebige Wahl der Topologie wéhrend der Modellierung. Inzwischen sind Unterteilungsflichen auch in
den meisten Standard-Modellierungstools wie z.B. 3ds Max, Maya, Softimage, Cinema4D integriert, so
dass die Moglichkeit besteht vielfiltige VR Modelle zu generieren.

Das Problem des exponentiellen Wachstums der Polygonanzahl bei steigender Verfeinerungstiefe
stellt jedoch insbesondere fiir die interaktive Darstellung eine echte Herausforderung dar.

73
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Existierende Losungsansitze lassen sich in vier Klassen einordnen:

1. Direkte Berechnung an allgemeinen Parameterwerten.
2. Rekursive Berechnung.
3. Nutzung vorberechneter Tabellen.

4. Berechnung in Hardware.

Auch bei Unterteilungsflachen ist es moglich, patchweise Limitpunkte und Normalen an beliebigen
Parameterwerten zu berechnen [Sta99], [Sta98]. Zorin und Kristjansson [ZK02] erweiterten die Arbeit
von Stam [Sta99], [Sta98] um stiickweise glatte Fldchen. Mit dieser direkten Berechnungsart ist eine
beliebige Form der Tesselierung durchfiihrbar, welche auch in dem Modellierungspaket Maya imple-
mentiert wurde.

Die rekursive Berechnung, basierend auf der wiederholten Anwendung der Unterteilungsregeln, ist
die intuitivste Art und Weise eine Unterteilungsfliche zu berechnen. Pulli und Seagal [PS96] stellen dazu
eine Losung vor, bei der auf einem Dreieckskontrollnetz zunichst Paare gebildet werden, die anschlie-
Bend mit ihrer Sliding Window Methode tesseliert werden. Dabei werden alle Dreiecks-Paare mit Hilfe
von drei Arrays je erreichter Unterteilungsstufe bis zu einer gewiinschten Tiefe unterteilt. Die resultie-
renden Limitpunkte und Normalen werden in Form von Triangle-Strips ausgegeben. Dieses Konzept
wurde um eine adaptive Verfeinerung erweitert und in [MHOO] vorgestellt (siche auch Kapitel 5.1.4.1).
Havemann présentierte in [Hav02] ein rekursives Schema fiir Catmull-Clark-Unterteilungsflachen basie-
rend auf Unterteilungsringen. Alle genannten Verfahren lassen das Ausgangskontrollnetz unveridndert.
Im Gegensatz dazu fiihren Sovakar et. al. [SvSKO03] die adaptiven Verfeinerungsschritte direkt auf dem
Kontrollnetz aus. Um eine Vergroberung sowie eine korrekte Unterteilung auf gleicher Tiefe zu gewihr-
leisten, konnen in einem Vertex der Tiefe [ die Vertexpositionen fiir die Tiefen O bis / gespeichert werden.

Statt rekursiv bis zur gewiinschten Unterteilungstiefe zu gelangen, kann man auch vorberechnete
Tabellen nutzen. Mit Hilfe dieser Tabellen lassen sich die Limitpunkte und Normalen fiir eine gegebene
Tiefe direkt aus dem Ausgangskontrollnetz berechnen [BS02].

Eine Implementierung in Hardware wurde bereits von namhaften Graphikkartenherstellern angekiin-
digt, sie ist bislang jedoch noch nicht verfiigbar. Ein Vorschlag zur Realisierung in Hardware wurde von
Bischoff et. al. via Vorwirtsdifferenzen in [BKS00] beschrieben.

Betrachtet man die interaktive Darstellung von Unterteilungsflichen im Kontext der vorliegenden
Arbeit, so muss das zu verwendende Verfahren den folgenden Anspriichen geniigen: Die Rechenzeit
zur Generierung eines Bildes soll optimal genutzt werden, um moglichst hochwertigen Bilder in akzep-
tabler Framerate mit Hilfe eines adaptiven Verfahrens zu erzielen. Unterteilungsflichen basierend auf
Dreiecks- sowie Viereckskontrollnetzen sollen im Algorithmus ohne gréere Umstellungen integrierbar
sein. Der Speicherplatz soll vom Tesselierungsalgorithmus konstant und unabhéngig von der Grofie des
Ausgangskontrollnetzes effizient genutzt werden. Die Laufzeit muss linear zur Anzahl der darzustel-
lenden Polygone sein. Berechnete Werte miissen durch ein geeignetes Caching effizient verfiigbar sein.
Um einen Einsatz in einem Szenengraph-System zu gewihrleisten, darf das Ausgangskontrollnetz nicht
verdndert werden.

5.1.1 Grundidee

Um das Konzept der adaptiven Verfeinerung (siehe auch [LE97], [Hop97]) zu realisieren, erhilt jedes
Patch des Ausgangskontrollnetzes anhand der Kriterien Kriimmung, projizierte Grofe auf die Bilde-
bene und eventuelle Zugehdrigkeit zur Silhouette eine eigene Unterteilungstiefe (siehe Kapitel 5.1.2).
Kameraabgewandte Patches werden aussortiert und dem Rendering Prozess nicht zugefiihrt. Nach der
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Zuweisung der Unterteilungstiefen wird fiir jedes Patch seine 1-Nachbarschaft aus dem Ausgangskon-
trollnetz ausgelesen und in einer dedizierten Datenstruktur abgelegt. Innerhalb dieser Datenstruktur wird
das Patch bis zur angegebenen Tiefe unterteilt (siehe Kapitel 5.1.4). Das Ausgangskontrollnetz wird da-
bei nicht verdndert. Anschliefend werden die Limitpunkte und Normalen des Patches berechnet. Haben
die Kantennachbarn des Patches eine hohere Unterteilungstiefe, so wird die Tesselierung im Randkur-
venbereich angepasst damit keine Liicken entstehen (siehe Kapitel 5.1.5). Die resultierenden Limitpunkte
und Normalen ergeben die tesselierte Oberfldache in der gewiinschten Feinheit (sieche Kapitel 5.1.6). Das
im Abschnitt 5.1.2 und 5.1.4.2 beschriebene Verfahren implementierte Volker Settgast im Rahmen seiner
Studienarbeit [SetO04] und des Projektes OpenSG PLUS [Opeb], gefordert durch bmb+f 01IRA 02G. Das
Teilprojekt 01IRA 02G koordinierte und fiihrte Christoph Fiinfzig [FF04] durch. Der Algorithmus zur
interaktiven Darstellung nutzt als Datenstruktur fiir die Kontrollnetze der Unterteilungsflichen das am
Lehrstuhl fiir Computergrahik und Multimedia der RWTH-Aachen entwickelte OpenMesh [BSBKO02],
[Bot].

Da aus Effizienzgriinden eine statische Datenstruktur bei der Tesselierung zum Einsatz kommt, ist es
notig eine maximale Unterteilungstiefe maxsd und eine maximale Valenz maxval der Vertices anzugeben.
Fiir die meisten Modelle reichen maxsd = 5 und maxval = 50 aus.

Im Folgenden wird der Algorithmus zunéchst fiir Viereckskontrollnetze beschrieben, in Kapitel
5.1.11 wird eine Ubertragung auf Dreieckskontrollnetze erliutert.
5.1.2 Bestimmung der Tiefenwerte

Der Tiefenwert eines Patches setzt sich zusammen aus seiner:

e Kriimmung
e Sichtbarkeit
e projizierten GroBe auf die Bildebene

e Lage (Silhouette/innerer Bereich)

Die Auswertung dieser Kriterien muss moglichst schnell erfolgen, um akzeptable Frameraten zu ermog-
lichen. Daher wird auf eine exakte Berechnung verzichtet. Statt dessen kommt eine Approximation zum
Einsatz. Die Zuordnung der Tiefenwerte erfolgt in zwei Stufen: Die Kriimmung muss nur bei einer An-
derung des Kontrollnetzes berechnet werden, wihrend die restlichen Kriterien kameraabhédngig sind und
somit in einer interaktiven Darstellung Bild fiir Bild bei jeder Kamerabewegung neu ermittelt werden.

Unterteilungs—

—>

schritt

Abbildung 5.1: Normalenkegel mit Winkel ¢ in Unterteilungstiefe 0,1 und 2: In Tiefe 2 liegen die
dargestellten Normalen der Nachbarfaces innerhalb des Normalenkegels.



76 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG

Zur Kriimmungsapproximation wird fiir jeden Kontrollpunkt mit Hilfe der Normalenkegel-Technik
[SAE93] eine Unterteilungstiefe berechnet. Es sei P(? der zu untersuchende Kontrollpunkt mit Valenz val,
Pé ist Kontrollpunkt P(g) nach / Unterteilungsschritten. Die 1-Nachbarschaft von Pé in Unterteilungstiefe
[ sei P; ,j=1,...,val. Ny sei die Limitnormale zu L(P}) und I_éf sind die Normalen der benachbarten

Faces i = 1,..,val in Unterteilungstiefe /. Um Ny wird ein Zylinder mit gegebenem Offnungswinkel
o gelegt, die Spitze des Zylinders Zyl! liegt auf Pé (siche Abbildung 5.1). Gesucht ist die minimale
Unterteilungstiefe /, so dass alle ﬁf ,i=1,..,val innerhalb Zyl liegen:

Vi=1,..,val : NO'Ef<cosa 5.1

Damit erhélt man eine Flidche, deren Kriimmung an den Limitpunkten L(PJQ) fiir alle P]Q aus M°
kleiner ist als durch das approximierende Mall o vorgegeben. Hat der betrachtete Kontrollpunkt r in-
zidente scharfe Kanten, so wird die Normalenkegelberechnung fiir jeden glatten Bereich B;, i =1,..,r
durchgefiihrt. Der zu untersuchende Kontrollpunkt erhélt somit fiir jeden Bereich eine minimale Unter-
teilungstiefe zugeordnet (siche Abbildung 5.2). Daraus ergibt sich aus dem Kriimmungskriterium fiir
jedes Face eine Unterteilungstiefe aus der maximale Tiefe seiner Kontrollpunkte.

schritt

Abbildung 5.2: Scharfe Kante mit zwei glatten Bereichen B, B, und somit zwei Normalenkegeln: In
Tiefe 1 liegen die Normalen der Nachbarfaces aus B, (hellgrau) im dedizierten Normalenkegel, in By
(dunkelgrau) wird Tiefe 0 benétigt.

Es sei cameraposition die aktuelle Position der Kamera, L; sei der Limitpunkt und K’i die Normale

von Kontrollpunkt P? und
L; — cameraposition

camray; =
" ||L; — cameraposition||”

Um die kameraabhingigen Kriterien zu erfiillen, wird zunichst eine Klassifizierung fiir alle Kontroll-
punkte Pl.o aus M° anhand eines gegebenen & vorgenommen (sieche Abbildung 5.3):

P T

Back-Vertex : & < N;-camray;
Front-Vertex ;o —& > N,--camray,-
Silhouetten-Vertex : —& < N,--camray,- < €

Anschlielend erfolgt eine Traversierung der Faces mit Einordnung nach:
Back-Face . Alle Vertices des Faces sind Back-Vertices,
Front-Face . Alle Vertices des Faces sind Front-Vertices,

Silhouetten-Face : sonst
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Back—Vertex

Silhouetten—Vertex

Front—Vertex

Kamera

Abbildung 5.3: Front-, Silhouetten- und Back-Vertex.

Fiir alle Faces E-O aus MY erfolgt eine kameraabhingige Tiefenzuweisung anhand der Klassifizie-
rung Front-, Back- und Silhouetten-Faces. Beriicksichtigt wird dabei die bereits berechnete Tiefe /"
aus dem Kriimmungskriterium fiir jedes Face F}O. Somit erhalten Front-Faces und Silhouette Faces als
Tiefenwerte:

cur
I

" + maxsd
2

Tiefe Front-Face =

Tiefe Silhouetten-Face =

Back-Faces treten nicht in den Renderingprozess ein.

Um sowohl eine zu grobe als auch eine zu feine Unterteilung auszuschliefen, wird die projizierte
GroBe aller sichtbaren Patches in der Bildebene iiberpriift. Wiederum kommt eine schnelle Approxima-
tion statt einer exakten, aber langsameren Berechnung zum Einsatz. Um das zu untersuchende Face F
wird eine minimal umhiillende Kugel mit Radius R gelegt. Aus den gegebenen Werten ProjectedSizeMin
und ProjectedSizeMax wird der minimale und maximale akzeptierte Radius R,,;, und R, fiir die ge-
wiinschten Subpatches von F berechnet. Beriicksichtigt werden dabei neben dem Abstand d zur Kamera
und ihrem Offnungswinkel auch die Bildauflésung:

B _ 2-Offnungswinkel in x-Richtung
* x — Auflosung
2 - Offnungswinkel in y-Richtung

Uberdeckung eines Pixels in x-Richtung

Uberdeckung eines Pixels in y-Richtung By = y — Auflosung

y = max(B.B)
Gewilinschter minimaler Radius  Ruym = d-Hyp,

Hyuin = tan(ProjectedSizeMin -y/2)
Gewlinschter maximaler Radius D Ruyex = d-Hpygy,

Hyuae = tan(ProjectedSizeMax -y/2)

H,i, und H,,,, konnen vorberechnet werden, so dass zur Bestimmung von R, und R, jeweils nur
eine Multiplikation notwendig ist. Es sei / die bislang zugewiesene Unterteilungstiefe des Faces F. Der
approximierte Radius der Subpatches von F in Tiefe [ ist R-1/2!. Wenn R-1/2! groBer als R, ist, dann
wurde die Darstellung zu grob gewéhlt und s weitere Unterteilungsschritte sind minimal notwendig bis
R-1 /2"” < Ry gilt. Ist hingegen R - 1 /21 kleiner als R,;;, so wurde eine unndtig feine Anzeige
festgelegt und die Unterteilungstiefe kann auf / — s verringert werden, so dass / — s maximal ist und
R-1/ 2= > R,in gilt. Im Falle R,;;, <R -1/ 2! < Rypay ist keine Verinderung des Tiefenwertes notwen-
dig.



78 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG

5.1.3 Analyse der Berechnung der Tiefenwerte

Bei der Analyse der kriimmungsgetriebenen Tiefenzuweisung wird der ungiinstigste Fall (worst case)
angenommen: Alle Normalen der benachbarten Faces bleiben bis zur letzten untersuchten Unterteilungs-
tiefe auBerhalb des Normalenkegels und miissen daher bis zuletzt beriicksichtigt werden. Der Cosinus
des MaBles o des Kriimmungskriteriums aus Formel (5.1) wurde vorberechnet. Somit ergibt sich aus
Formel (5.1) folgende Anzahl von Operationen:

iMy -1
Y. (l;+1)-val;- (3 Multiplikationen + 2 Additionen + 1 Vergleich)
i=0

mit leS ist die Anzahl der Vertices in Kontrollnetz MY, J; ist der angestrebte Tiefenwert von Pl-0 und val;
ist die Valenz von Pl.o. Ein Durchlauf durch alle Faces des Ausgangskontrollnetzes sichert die maximale
Tiefe pro Face und bedarf 3 - ]ng Vergleiche.

Die weiteren kameraabhingigen Kriterien sind zeitkritisch, da sie Bild fiir Bild durchgefiihrt werden.
Die Zeit zur Tiefenberechnung kommt zur Darstellungs- und Tesselierungsdauer noch hinzu und darf
daher nur einen geringen Prozentsatz an der Gesamtlaufzeit ausmachen. Sie muss also effektiv sein,
damit sich der Berechnungsaufwand fiir eine adaptive Darstellung gegeniiber einer einfachen uniformen
Visualisierung lohnt.

Die Klassifizierung der Vertices respektive Faces in Front, Back und Silhouette benétigt
(¢MY) - (6 Multiplikationen + 7 Additionen + 1 Division + 1 Wurzeloperation)

und maximal
(8MY) - (3 Vergleiche).

Die dedizierte Tiefenzuweisung erfordert bei den Front-Faces keine Rechenoperationen, bei den Silhouetten-
Faces fallen zusitzlich noch je 1 Addition und 1 Multiplikation an, Back-Faces nehmen ab jetzt nicht
mehr am Rendering Prozess teil.

Bei der Bertiicksichtigung der projizierten Grofle der Patches sind zur Berechnung der jeweiligen
Runin, Rinax je sichtbarem Patch

(5 Multiplikationen + 5 Additionen + 1 Wurzeloperation)

notig, Abstandsberechnung von Kamera zum Patch inklusive. Um fiir jedes sichtbare Patch einen neuen
Tiefenwert aus dem bisherigen Wert [ zu erhalten, sind ohne Tiefenkorrektur

[ Multiplikationen + 2 Vergleiche
und mit Tiefenkorrektur
(I + s) Multiplikationen + (s + 1) Vergleiche)

durchzufiihren.

5.1.4 Patchweise Tesselierung

Nachdem fiir jedes Patch seine notwendige Unterteilungstiefe bestimmt wurde (siche Abbildung 5.4),
wird jedes sichtbare Patch entsprechend seiner zugeordneten Unterteilungstiefe tesseliert. Das Aus-
gangskontrollnetz wird dabei nicht verdndert, stattdessen wird eine separate Datenstruktur genutzt, die
unabhingig von der GroBe des Ausgangskontrollnetzes ist. Fiir jedes Patch wird dazu zunéchst die 1-
Nachbarschaft aus dem Ausgangskontrollnetz ausgelesen (siche Abb. 5.5).
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Abbildung 5.4: Resultierende Tiefenverteilung.

Zur Unterteilung bis zur angegebenen Tiefe stehen zwei verschiedene Methoden zur Verfiigung:

i) Tesselierung mit Hilfe von drei rotierenden Arrays je Unterteilungstiefe (Abschnitt 5.1.4.1) und

ii) Tesselierung mit zwei Slates (Abschnitt 5.1.4.2).

Der wesentliche Unterschied der beiden rekursiven Unterteilungsverfahren besteht darin, dass in i) depth-
first und in ii) breadth-first vorgegangen wird. Methode i) wurde von Pulli und Seagal in [PS96] mit
einer uniformen Tesselierung vorgestellt. Die Methode ii) wurde im Rahmen dieser Arbeit entwickelt
und in [SMFF03] prasentiert. Im Vergleich zur Methode von Pulli und Seagal ist Methode ii) leichter
zu implementieren und einfacher zu erweitern im Hinblick auf adaptive Unterteilung und Einsatz von
scharfen Kanten bzw. einem verdnderten Regelsatz. Beide Verfahren nutzen den Umstand, dass nur die
vier Eckpunkte des Ausgangsfaces irregulér sein konnen. Bei weiterer Unterteilung kommen nur regulére
Bereiche hinzu, so dass die zu wihlende Datenstruktur lediglich in diesen vier Eckpunkten flexibel sein
muss: Ist die Valenz val eines Eckpunktes grofer als vier und damit irregulér, so werden val — 4 seiner
benachbarten Vertices, welche nicht mehr in die reguldre Datenstruktur passen, in einem Corner-Array
abgelegt. Auf diese Weise werden die irreguldren Eckpunkte in die reguldre Datenstruktur integriert.

Corner—Array 4 Corner—Array 3

Corner—Array 1 Table Corner—Array 2
 —

Abbildung 5.5: Aufsammeln der 1-Nachbarschaft von F° aus dem Ausgangskontrollnetz.
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5.1.4.1 Tesselierung mit Arrays

Zur Tesselierung des zu untersuchenden Patches bis zu einer gewiinschten Tiefe  mit Methode i) basie-
rend auf Pulli und Seagal [PS96], werden lediglich drei Arrays pro Unterteilungstiefe bendtigt. Liegt in
einem der Eckpunkte des Patches eine Valenz grofler als vier vor, so sind zusitzliche Corner-Arrays fiir
jede erreichte Unterteilungstiefe notig. Abbildung 5.6 verdeutlicht die Arbeitsweise des Algorithmus.

Unterteilungstiefe 0:

R1

Unterteilungstiefe 1:

Corner—Array 4

Corner—Array 4 Corner—Array 3

Corner—Array 1 Table Corner—Array 2

Corner—Array 3

Corner—Array 4

Corner—Array 3

Corner—Array 1 Table Corner—Array 2

Limitpunkte und Normalen:

Corner—Array 4

Corner—Array 3

Corner—Array 4 Corner—Array 3

SOOI |

R10

Corner—Array 1 Table Corner—Array 2

Legende:

<>~ Kontrollpunkte der vorheriger Unterteilungstiefe zur Berechnung der neuen Kontrollpunkte
~o" neu berechnete Kontrollpunkte

==~ bereits berechnete Kontrollpunkte, aktuell nicht benutzt

-¢" bereits berechnete Kontrollpunkte in Benutzung

x fehlender Kontrollpunkt auf Grund Valenz < 4

Abbildung 5.6: Tesselierung mit Hilfe von drei Arrays je Unterteilungstiefe.
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Die verwendeten drei Arrays pro Unterteilungstiefe sind mit den Farben rot, gelb und griin markiert
(siche Abbildung 5.6). Innerhalb einer Unterteilungstiefe konnen die Arrays iiberschrieben werden wie
z.B. Array rot in Unterteilungstiefe 0 nach dem ersten rekursiven Aufruf. Weiterhin kann ihr Inhalt
innerhalb einer Tiefe vom Nachbaraufruf wiederverwendet werden, dargestellt z.B. in Tiefe 1 durch die
griinen und gelben Pfeile.

Der Algorithmus startet nach dem Aufsammeln der 1-Nachbarschaft des zu tesselierenden Patches
mit der Initialisierung der drei Arrays rot (oberstes Array), griin und gelb mit den Kontrollpunkten. Es
wird depth-first vorgegangen; innerhalb eines Patches wird kein Punkt doppelt berechnet. Exemplarisch
wird im Folgenden eine Tesselierung bis Tiefe zwei betrachtet, wie in Abb. 5.6 angegeben. Die Corner-
Arrays 4 und 3 gehoren dabei zum Array rot. Die rekursiven Aufrufe R1 und R2 liefern die Erstbelegun-
gen der drei Arrays bis zur angegebenen Tiefe ¢t = 2. Bei Erreichen der Tiefe r = 2 wird die erste Reihe
der Limitpunkte und Normalen aus den drei Arrays der Tiefe ¢ berechnet (R3). Als Néchstes wird zuriick
in Ausgangstiefe r = 0 Array rot neu initialisiert. Der erneute rekursive Aufruf mit den drei Arrays lie-
fert die Ausgangsdaten zur weiteren Verfeinerung: In Tiefe = 1 konnen die bereits belegten Arrays griin
und gelb nochmals genutzt werden, so dass zunichst nur Array rot mit neuen Werten iiberschrieben wird.
Mit diesen drei Arrays erfolgt ein weiterer rekursiver Aufruf (R5): Wiederum konnen Array griin und
gelb aus der vorherigen Berechnung in Tiefe + = 3 wiederverwendet werden, Array rot wird mit neuen
Werten belegt. Aus diesen drei Arrays werden dann nach Aufruf R6 die ndchste Reihe Limitpunkte und
Normalen berechnet. AnschlieBend wird Array griin mit neuen Werten iiberschrieben und wiederum mit
Aufruf R7 aus den drei Arrays eine weitere Reihe Limitpunkte und Normalen berechnet. Zuriick in Tiefe
t = 1 wird Array griin neu belegt und rekursiver Aufruf R8 gestartet. In Tiefe r = 3 kann nun Array rot
und gelb iibernommen werden, Array gelb wird neu berechnet. Nach Aufruf R8 wird die vorletzte Reihe
der Limitpunkte und Normalen berechnet. Als Letztes wird Array rot in Tiefe t = 3 neu beschrieben und
nach Aufruf R10 die letzte Reihe Limitpunkte und Normalen bestimmt.

5.1.4.2 Tesselierung mit Slates

Bei dieser Methode zur Tesselierung eines Patches bis zu einer gegebenen Tiefe besteht die zugrunde-
legende Datenstruktur aus zwei Slates. Ein Slate ist zusammengesetzt aus einem 2D-Array Table und
vier Corner-Arrays, welche die Kontrollpunkte bei Valenz grofer vier aufnehmen. Die zwei Slates sind
statisch alloziiert und konnen fiir jedes zu tesselierende Patch wiederverwendet werden.

Im ersten Schritt erfolgt das Einlesen der 1-Nachbarschaft N°(F?) des zu bearbeitenden Patches aus
dem Ausgangskontrollnetz in das erste Slate. Liegen an den Eckpunkten des Faces Valenzen kleiner
gleich vier vor, so wird die komplette 1-Nachbarschaft im Table des Slates abgespeichert. Treten Valen-
zen grofler als vier auf, dann werden die restlichen Kontrollpunkte in den entsprechenden Corner-Arrays
abgelegt.

Der Algorithmus tesselate startet mit zu erreichende Unterteilungstiefe und Slate I als Startparameter
und geht breadth-first wie folgt vor:

tesselate (subdivision depth, Slate i)
if subdivision depth > (O then
perform one subdivision step and
save the new points in Slate j = (i+ 1) mod 2;
tesselate (subdivision depth - 1, Slate j);
else
compute limit points and normals
from Slate i,
end if;
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Mit Hilfe der beiden Slates werden die Kontrollpunkte fiir das betrachtete Patch bis zur gewiinschten
Unterteilungstiefe berechnet. Aus diesen Kontrollpunkten kénnen dann die zugehorigen Limitpunkte und
Normalen bestimmt werden. Das Ausgangskontrollnetz wird dabei nicht veridndert; die Unterteilungen
und Limitberechnungen werden lediglich mit den zwei Slates durchgefiihrt. Abbildung 5.7 zeigt die
Arbeitsweise der zwei Slates.

Slate 1 : Slate 2 :
Corner—Array 4 Corner—Array 3
i i Table
. ¢ -------------- ) .
: : Unterteilungs—
; : tiefe 0
] : Corner—Array 4 Corner—Array 3
FUTT S S o
: Table .
unterteile | & @ o ¢ D
@ @ ¢ ) : :
Corner—Array 1 Corner—Array 2 : ‘ """"" ‘ """""" ‘ """"" ‘ """"" ‘
— 1 : Unterteilungs—
: : : ; : : tiefe 1
[ EEEEPRTEE @ @i @ - ¢ -
Corner—Array 4 Corner—Array 3 :
e ] :
P : P PR S— R .
untetteile
—— | :
@ L @i ® o
Corner—Array 1 Corner—Array 2 :
N — 1 i Unterteilungs—
: tiefe 2
Q .
Corner—Array 1 Corner—Array 2
— —

Abbildung 5.7: Tesselierung mit Hilfe von zwei Slates.

5.1.5 LiickenschlieBung

Auf Grund der adaptiven Tesselierung der Unterteilungsfliche, konnen Nachbarpatches unterschiedliche
Unterteilungstiefen erhalten. Abbildung 5.8 zeigt ein Beispiel in schematischer Form. Zwischen den
verschieden tesselierten Patches konnen Liicken auftreten, gekennzeichnet mit einer gestrichelten Linie.
Um solche Liicken zu vermeiden, wird die Tesselierung des Patches mit geringerer Unterteilungstiefe an
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Abbildung 5.8: Schematische Darstellung von sechs Patches in unterschiedlichen Unterteilungstiefen:
Liicken kénnen an den gestrichelten Linien entstehen, daher miissen die grau markierten Vierecke durch
eine geeignete Tesselierung ersetzt werden.

Abbildung 5.9: Schematische Darstellung von sechs Patches in unterschiedlichen Unterteilungstiefen
nach der Liickenbeseitigung.

die Tesselierung des Patches mit hoherer Unterteilungstiefe angepasst. Dazu werden die End-Vierecke,
welche am Rand zum feiner tesselierten Nachbarn liegen (in Abbildung 5.8 grau markiert) durch einen
zum Nachbarn anschlieenden geeigneten Triangle-Fan ersetzt (siehe Abbildung 5.9).

Ein solcher Triangle-Fan wird gebildet aus dem Facepunkt (markiert durch einen kleinen Kreis),
hervorgegangen aus einem weiteren Unterteilungsschritt des betrachteten Vierecks, den Eckpunkten des
Vierecks und den Punkten, welche auf dem Rand zum tiefer tesselierten Nachbarn liegen. Wurden die
benachbarten End-Vierecke im selben Patch auf gleiche Weise ersetzt, so wird die gemeinsame Kante
unterteilt mit Hilfe eines Unterteilungsschrittes und der resultierende Punkt (markiert mit einem klei-
nen Quadrat) im Triangle-Fan eingefiigt. Der zusétzliche Unterteilungsschritt zur Berechnung der Face-
und Kantenpunkte ist notwendig, um einen glatten Ubergang zu erreichen. Abbildung 5.10 (mitte) zeigt
eine LiickenschlieBung ohne weiteren Unterteilungsschritt: Als Facepunkt wurde der Mittelpunkt des
End-Vierecks gewihlt, weitere Kantenpunkte wurden nicht eingefiigt. Durch dieses Vorgehen konnen
ungewiinschte Dellen und Kanten in der Oberfliche auftauchen. Dem gegeniiber zeigt Abbildung 5.10
(rechts) ein Beispiel fiir das verwendete Verfahren mit glatter LiickenschlieBung.
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Abbildung 5.10: Liicke durch unterschiedlich tesselierte Patches (links). LiickenschlieBung ohne zusétz-
lichen Unterteilungsschritt: Artefakte in Form von ungewollten Dellen und Kanten am Ubergang (mitte).
LiickenschlieBung mit zusitzlichem Unterteilungschritt: Glatter Ubergang (rechts).

5.1.6 Ausgabe der berechneten Werte

Nachdem jedes Face seine spezifische Unterteilungstiefe erhalten hat (siehe Abschnitt 5.1.2), iiberneh-
men die beiden Slates patchweise die Berechnung der Kontrollpunkte bis zur angegebenen Tiefe des
Patches (siehe Abschnitt 5.1.4.2). Aus diesen Kontrollpunkten lassen sich fiir jedes Patch die Limitpunk-
te sowie Normalen bestimmen.

Dabei konnen zwei Fille auftreten (siche Abbildung 5.11): Im Fall @) sind die Unterteilungstiefen der
Kantennachbarn kleiner gleich der Unterteilungstiefe des betrachteten Patches. Eine LiickenschlieBung
zu den Nachbarpatches ist somit nicht notwendig. Die Limitpunkte und Normalen kénnen direkt aus den

Slate —p-  Limitpunkte =g OpenGL-Primitive

Corner—Array 4 Corner—Array 3
[sees ] [ R ] ] Unterteilungstiefe
i | Kantennachbarn

Corner—Array 1 Corner—Array 2
[ ] [ ]

Abbildung 5.11: Ausgabe mit OpenGL-Primitiven.
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Kontrollpunkten des Slates in der gewiinschten Tiefe berechnet werden. Wegen der reguldren Anord-
nung der Limitpunkte bietet es sich zur Ausgabe mit OpenGL an, Quad-Strips als OpenGL-Primitive zu
verwenden.

Bei Fall b) hat mindestens ein Kantennachbar des aktuellen Patches eine groBere Unterteilungstiefe
als das aktuelle Patch. Eine LiickenschlieBung ist somit erforderlich. Wie im vorigen Abschnitt 5.1.5
beschrieben, miissen zur LiickenschlieBung zusétzliche Limitpunkte berechnet werden. Bei der OpenGL
Ausgabe miissen die betroffenen Vierecke im Randbereich durch Triangle-Fans ersetzt werden und die
Quad-Strips entsprechend verkiirzt ausgegeben werden.

Statt die Limitpunkte und Normalen immer wieder neu on-the-fly zu berechnen, ist ein Caching sinn-
voll. Die bereits berechneten Limitpunkte und Normalen werden dazu fiir jedes Patch in einem 2D-Array
abgelegt. Stehen die Limitpunkte nicht in ausreichender Tiefe fiir ein Patch zur Verfiigung, so kdnnen
die fehlenden Punkte und Normalen mit Hilfe der Slates neu berechnet werden. Liegen die Punkte und
Normalen im Cache in Tiefe grofer gleich der angeforderten Unterteilungstiefe vor, dann kdnnen die ge-
wiinschten Limitpunkte und Normalen wie in Abbildung 5.12 beschrieben aus dem Cache entnommen
werden.

Abbildung 5.12: Caching der Limitpunkte eines Patches in einem 2D-Array in Tiefe 3 (schematische
Darstellung). Die Nummern auf den Limitpunkten geben die Unterteilungstiefe an, in der sie berechnet
wurden. Zur Darstellung des tesselierten Patches in Unterteilungstiefe / < 3 werden die Limitpunkte mit
Nummer O, ...,/ genutzt.

5.1.7 Analyse der Laufzeit und des Speicherverbrauchs

Bei der Analyse der Laufzeit und des Speicherplatzverbrauches gilt die Voraussetzung, dass die ma-
ximale Unterteilungstiefe eines Patches kleiner gleich maxsd ist und die maximale Vertexvalenz des
Kontrollnetzes maxval nicht tiberschreitet.

5.1.7.1 Analyse des Speicherverbrauchs

Fiir den gesamten Unterteilungsprozess des kompletten Modells bis zur maximal erlaubten Tiefe maxsd
reichen die zwei statisch alloziierten Slates aus. Ein Slate besteht aus einem 2D-Array mit

(maxsd  3)2 3D-Vektoren

und vier Corner-Arrays mit
(maxval —4)-2  3D-Vektoren.
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Damit enthilt ein Slate
(2maxsd 1 3)2 4 4. (maxval —4) -2

3D-Vektoren. Insgesamt ergeben sich somit fiir den kompletten Unterteilungsprozess mit zwei Slates ein
Bedarf von

2-((2maxsd 4 3)2 1 4. (maxval —4)-2) -3

Floats. Diese Anzahl ist unabhingig von der Grofle des Kontrollnetzes und hingt nur von der maxi-
malen Unterteilungstiefe und von der maximalen Vertexvalenz ab. Die berechneten Limitpunkte und
Limitnormalen kdnnen optional gecachet werden. In diesem Fall ist fiir die gecachten Limitpunkte und
Limitnormalen zusétzlich Speicherplatz notig.

5.1.7.2 Analyse der Laufzeit

Um ein Patch in Unterteilungstiefe / darzustellen, sind die Kontrollpunkte bis Tiefe / sowie n = (2! +1)?
Limitpunkte und die selbe Anzahl an Limitnormalen zu berechnen. Fiir die dazu benétigte Laufzeit gilt:

Lemma 4. Es sei M° eine Viereckskontrollnetz und F ein Face aus M° mit Unterteilungstiefe 1. Die
Laufzeit zur Berechnung der Limitpunkte und Limitnormalen von F in Unterteilungstiefe [ ist linear zur
Anzahl n = (2' 4+ 1)? der Limitpunkte O(n).

Beweis:
Die Laufzeit zur Berechnung eines neuen Vertex, eines Limitpunktes sowie einer Limitnormale hingt
von der Valenz des Vertex ab. Da fiir die Valenz des Vertex gilt:
Valenz von Vertex V < maxval,
existiert eine obere Schranke Z mit

A € {neuer Vertexpunkt, neuer Kantenpunkt, neuer Facepunkt, Limitpunkt, Limitnormale }

und
Laufzeit zur Berechnung von A < Z.

Um die Laufzeit zur Berechnung der Limitpunkte und Limitnormalen in Tiefe / von Face F € M° zu
bestimmen, muss die Anzahl SN aller dazu notwenigen Unterteilungspunkte ermittelt werden:

1
SN = ((2"+3)*+C) (5.2)
i=1

mit C = Anzahl der Vertices in den vier Corner-Arrays des Slates. Wegen C < 4 - (maxval —4) -2 lésst
sich SN abschitzen durch:

1
SN < 3 ((2"+3)* +4 - (maxval —4)-2)
i=1

Aus diesen Kontrollpunkten kénnen die LN Limitpunkte und Limitnormalen berechnet werden:

IN=2-(2'+1)? (5.3)
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Somit ergibt sich die Gesamtanzahl CN der zu berechnenden Punkte und Normalen aus Formel (5.2) und
Formel (5.3):

CN = SN +LN

= i((2i+3)2+c)+2- (2'+1)?
i=1

10 34
= ?-221+16-2’—|—l-(9+c)—?

1 4
< ?0-2214-16'21+l'(9+4-(maxval—4)-2)—3?

und damit eine obere Schranke fiir die Laufzeit LZ zur Berechnung der Limitpunkte und Limitnormalen:

10 34
LZ < (? 2204162 +1- (9 +4- (maxval —4)-2) — ?)Z
Dies ist linear zur Anzahl n = (2! +1)? der Limitpunkte:
10 ) 34
O - (VA= 17416 (Va— 1)+ (9+C)-In(vai— 1)~ %) = O(n)

5.1.8 Messergebnisse

4 &nl\ (

Abbildung 5.13: Testszene I: Das Kontrollnetz besteht aus 3932 Faces. Modelle von Volker Settgast,
Matthias Richter.

Das beschriebene Verfahren adaptive Tesselierung mit Slates ist in OpenSG [RVB02, Opea] integriert
worden. Ziel des 1999 gegriindeten OpenSG Projektes ist es, ein neues verbessertes Szenengraph-System
in OpenSource-Form zu entwickeln. OpenSG setzt auf OpenGL auf und ist gleichermal3en plattform-
tibergreifend einsetzbar. Mit der Integration des Verfahrens in OpenSG stehen die Vorteile eines Szenen-
graphsystems zur Verfiigung, wie z.B. Anbindung an eine Cave und Nutzung eines Rendering Clusters
ohne zusitzlichen Aufwand. Im Vergleich ist die Performance bei der direkten Ausgabe mit OpenGL et-
was besser als in OpenSG (sieche Abbildung 5.14). Die Vorteile eines Szenengraph Systems iiberwiegen
jedoch, so dass eine etwas schlechtere Performance in Kauf genommen wird. Daher beziehen sich die
nachfolgenden Messreihen in den Abbildungen 5.18 und 5.20 auf die OpenSG Version.
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Abbildung 5.14: Frameraten fiir Testszene I (siehe Abbildung 5.13) mit Unterteilungstiefen O bis 4 bei
den adaptiven Verfahren. Auf Grund des hoheren Verwaltungsaufwandes eines Szenengraphsystemes ist
die direkte Ausgabe der adaptiven Tesselierung mit OpenGL schneller als die Ausgabe mit OpenSG. Im
Vergleich zur uniformen Tesselierung mit direkter OpenGL Ausgabe gewinnen beide adaptiven Versio-
nen bei gleicher Darstellungsqualitdt. Messung von Volker Settgast.

Abbildung 5.15: Testszene II: 40 Instanzen eines Objektes mit jeweils 68 Faces in sternférmiger Anord-
nung. Modell von Volker Settgast aus [Set04].
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Abbildung 5.16: Anzahl der darzustellenden Dreiecke bei zweifacher Rotation um die Testszene II (siehe
Abbildung 5.15) mit variablem Abstand zwischen Kamera und Testszene bei adaptiver und uniformer
Tesselierung. Messung von Volker Settgast aus [Set04].
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Abbildung 5.17: Verteilung der Unterteilungstiefen bei der adaptiven Tesselierung ohne Liickenschlie-
Bung beziiglich der Messreihe aus Abbildung 5.16. Messung von Volker Settgast aus [SetO4].
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Abbildung 5.18: Frameraten zur Testszene II (siche Abbildung 5.15) beziiglich der darzustellenden Drei-
ecke aus der Messreihe von Abbildung 5.16. Messung von Volker Settgast aus [SetO4].

Alle Testreihen wurden auf einem Standard PC mit Intel P4 1.7 Ghz, 512 MB Arbeitsspeicher, Ge-
force 4 TI 4600 Graphikkarte durchgefiihrt. Die Testszene besteht aus 40 Instanzen eines Objektes mit
jeweils 68 Faces im Kontrollnetz. Die Objekte sind sternformig angeordnet (sieche Abbildung 5.15). Wih-
rend der Laufzeitmessung wird die Kamera zweimal in jeweils 180 Frames um die Testzene rotiert, wobei
der Abstand der Szene zur Kamera variiert um die Korrektheit der adaptiven Tesselierung zu iiberpriifen.

Wie bei OpenGL iiblich, wird ein Viereck intern durch zwei Dreiecke ersetzt. Abbildung 5.16 zeigt
daher die Anzahl der darzustellenden Dreiecke im Verlauf der Kamerarotation. Bei der uniformen Tesse-
lierung bleibt die Anzahl der zu visualisierenden Dreiecke konstant, bei der adaptiven Methode schwankt
die Anzahl je nach Kameraposition zur Szene. Verringert sich die Distanz der Objekte zur Kamera, so
werden die Objekte feiner dargestellt und eine groBBere Dreiecksanzahl ist zur Reprisentation der Szene
notwendig (siehe z.B. Frame 270 mit ca. 350.000 Dreiecken). Bei groferer Distanz reicht eine grobe-
re Darstellung aus (siehe z.B. Frame 180 mit 150.000 Dreiecken). Zur besseren Differenzierung ist in
Abbildung 5.16 die Dreiecksanzahl ohne Liickenfiillen angefiihrt. Diese Dreiecksanzahl resultiert aus
den Quad-Strips der tesselierten Patches, die bis zur jeweiligen bestimmten Tiefe unterteilt wurden. Der
adaptive Algorithmus wihlt bei dieser Testreihen nach den Gegebenheiten der Szene Unterteilungstiefen
zwischen null und vier individuell fiir jedes Patch (sieche Abschnitt 5.1.2) aus. Analog zum Anstieg der
Dreiecksanzahl in Abbildung 5.16 zeigt sich in Abbildung 5.17 bei Verringerung der Distanz zwischen
Szene und Kamera ein Anstieg der Vierecksanzahl in den hoheren Unterteilungstiefen, ebenso reichen
bei groBerem Abstand niedrigere Unterteilungstiefen aus.

Von der Anzahl der Dreiecke respektive Vierecke hidngt die Laufzeit direkt ab. Abbildung 5.18 gibt
die Laufzeit fiir die jeweiligen Verfahren an. Die Laufzeit des adaptiven Verfahrens schwankt in Ab-
hingigkeit der Dreiecksanzahl zwischen 15 und 25 Bilder pro Sekunde. Um vergleichbare Bildqualitét
mit uniformer Tesselierung zu erreichen ist mindestens Tiefe 3 notig (siehe auch Tiefenverteilung in
Abbildung 5.17), was zu einer deutlich schlechteren Performance im Vergleich zum adaptiven Ansatz
fiihrt.
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5.1.9 Frameratenkontrolle

Zur Vermeidung der so genannten Simulator Sickness [HKBO03] ist eine konstante Framerate erforderlich.
Eine Schwankung in der Framerate kann auftreten durch eine Verianderung der Anzahl der Primitive, die
zur Graphikhardware gesendet werden. Tritt beispielsweise ein detailreiches Objekt in den Fokus der
interaktiven Betrachtung, so verringert sich die Framerate solange das Objekt im Fokus bleibt. Eine
Frameratenkontrolle verbunden mit einer adaptiven Visualisierung sorgt fiir eine qualitativ hochwertige
Darstellung der Szene bei gleichzeitiger Einhaltung einer vorgegebenen Framerate.

' Anstieg der Framerate

Patches in

Verringerung der Framerate

Abbildung 5.19: Frameratenkontrolle mit Feedback-Mechanismus.

Eine einfache Methode zur Vermeidung der Schwankungen und zur Kontrolle der Framerate ist der
Feedback-Mechanismus [FS93]. Dazu wird die Zeit fiir einen Frame gemessen. Ist der Frame zu lang,
so wird die Anzahl der Primitive reduziert indem die Objekte grober dargestellt werden. Ist hingegen
der Frame zu kurz und somit freie Zeit vorhanden, so konnen die Objekte in verfeinerter Auflésung
prasentiert werden. Alternativ kann die verfiigbare Zeit mit einer Warteschleife aufgefiillt werden.

Unterteilungsflachen liefern durch ihre Konstruktionsweise eine optimale Steuerung ihrer Primiti-
venanzahl (siche Abbildung 5.19). Im Falle einer zu geringen Framerate findet eine dynamische Vergro-
berung der Unterteilungsflache statt: Patches mit hochster zugeordneter Unterteilungstiefe maxtiefe <
maxsd werden sukzessive maxtiefe — 1 zugeordnet bis die Framerate wieder im gewiinschten Bereich
ist. Sollte die Reduzierung der Tiefe von maxtiefe nach maxtiefe — 1 nicht ausreichen, so wird mit einer
Reduktion von maxtiefe — i nach maxtiefe —i — 1, mit i = 1, ... maxtiefe — 1, fortgefahren. Steht wieder
mehr Zeit zur Verfiigung, so wird sukzessive die Tiefenreduktion zuriickgenommen. Liegt die Framera-
te tiber dem angestrebten Bereich, so konnen Patches mit der kleinsten Unterteilungstiefe mintiefe > 0
schrittweise einer hoheren Unterteilungstiefe zugeordnet werden. Die verbleibende Zeit zur Einhaltung
der Framerate kann zusitzlich mit einer Warteschleife gefiillt werden, bis die optimale Darstellungsqua-
litat gefunden wurde.

Abbildung 5.20 zeigt eine Messreihe mit und ohne Frameratenkontrolle fiir die Testszene II (siehe
Abbildung 5.15). Fiir die ersten 600 Bilder wurde eine Framerate von 14 bis 15 Bilder pro Sekunde
vorgegeben. Um diese Framerate einzuhalten und optimal auszunutzen strebt der Algorithmus in einem
dynamischen Prozess die maximale Unterteilungstiefe 4 an. Die nachfolgenden Bilder > 600 erhielten
als Framerate die Vorgabe 39 bis 40 Bilder pro Sekunde zu erreichen. Daraus resultierte eine Tiefenver-
teilung von 0 bis 2. Beim Umschalten zwischen den beiden Frameraten ergab sich eine Anpassungsphase
von ca. 100 Bilder bzw. ca. 3 Sekunden. Insgesamt gesehen wurden die vorgegebenen Frameraten mit
akzeptabler Prizision eingehalten.
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Abbildung 5.20: Messung zur Frameratenkontrolle mit Testszene II (siehe Abbildung 5.15). Um die
Testszene wurde mehrfach rotiert. Messung von Volker Settgast aus [Set04].

5.1.10 Visuelle Ergebnisse

Abbildung 5.21 demonstriert die adaptive Arbeitsweise des Algorithmus. Zur Verdeutlichung der adap-
tiven Tesselierung ist das Objekt im Wireframe-Modus dargestellt, Abbildung 5.22 zeigt das gleiche
Objekt mit Smooth-Shading. Im Wireframe-Modus ist deutlich zu erkennen, dass Patches im Silhouet-
tenbereich sowie stirker gekriimmte Objektteile mit hoherer Unterteilungstiefe angezeigt werden. Zwi-
schen den unterschiedlich tesselierten Patches wurde eine LiickenschlieBung durchgefiihrt um Risse im
Objekt zu verhindern.

Abbildung 5.21: Unterteilungsfliche in Wire-  Abbildung 5.22: Gleiches Objekt im Smooth-
frame-Darstellung zur Verdeutlichung der adapti-  Shaded-Modus.
ven Tesselierung. Modell von Volker Settgast.
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Abbildung 5.23: Ein- Abbildung 5.24: Effekt der Backface-Culling-Heuristik des adapti-

faches Unterteilungsfli- ven Verfahrens: Links das originale Bild, rechts die Auswirkung der
chenmodell mit scharfen Backface-Culling-Heuristik demonstriert durch eine zweite, riickseitige
Kanten. Kamera. Modell von Volker Settgast.

Den Effekt des Aussortierens kameraabgewandter Patches (Backface-Culling) zeigt Abbildung 5.24:
Im Bild 5.24 links werden die nicht sichtbaren Patches des Objektes weggelassen. Dies verifiziert eine
zweite Kamera im Bild 5.24 rechts aus riickseitiger Perspektive. Die Anzahl der darzustellenden Drei-
ecke kann somit merklich reduziert werden, wodurch sich die Performance der Applikation erhoht.

Abbildung 5.26 zeigt ein Beispiel fiir eine Applikation mit Unterteilungsflichen in OpenSG. In Ab-
bildungen 5.25 sind Loop-Unterteilungsflichen verwendet worden, welche Dreieckskontrollnetze ver-
wenden. Durch die Integration der interaktiven Darstellung von Unterteilungsflachen mittels eines adap-
tiven Verfahrens in OpenSG stehen die Moglichkeiten eines Szenengraphsystemes zur Verfiigung.

{\

Powesed by OperSG

Abbildung 5.25: Loop- Abbildung 5.26: OpenSG-Anwendung mit Catmull-Clark-
Unterteilungsfliche  mit  OpenSG. Unterteilungsflichen. Modelle von Volker Settgast, Matthias
Freies Modell von Viewpoint Animati- Richter.

on Engineering.
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Abbildung 5.27 zeigt eine OpenSG-Applikation mit Unterteilungsflichen in der Cave. Weitere An-
wendungen mit Stereo-Darstellung sowie die Nutzung von Render-Cluster sind mit OpenSG ohne Zu-
satzaufwand moglich.

Abbildung 5.27: Unterteilungsflichen in der Cave mit OpenSG. Modelle von Volker Settgast, Matthias
Richter. Fotografie von Norbert Schenk, der Anwender in der Cave ist Lars Reusche.

5.1.11 Ubertragung auf Dreieckskontrollnetze

Das vorgestellte Verfahren zur interaktiven Visualisierung von Unterteilungsflachen, basierend auf Vier-
eckskontrollnetze, ist auch iibertragbar auf Unterteilungsflichen mit Dreiecksnetzen (siche Abbildung
5.25). Damit ist es moglich, Loop-Unterteilungsflachen on-the-fly darzustellen. Abschnitt 5.1.11.1 zeigt
die Grundidee, in 5.1.11.2 wird der notige Preprocessing-Schritt demonstriert. Abschnitt 5.1.11.3 erldu-
tert schlieBlich die Ubertragung des Algorithmus vom Vierecks- zum Dreieckskontrollnetz.

5.1.11.1 Grundidee

Um ein Dreieckskontrollnetz mit dem beschriebenen Verfahren zu bearbeiten, werden in einem Vor-
verarbeitungsschritt zwei kantenbenachbarte Dreiecke zu einem Pseudo-Viereck zusammengefasst. Die-
sen Paarfindungsschritt erledigt ein Greedy-Algorithmus, welcher in der Praxis gute Ergebnisse liefert.
Der Algorithmus generiert eine Liste von Pseudo-Vierecken und eine prozentual geringe Anzahl von
Einzel-Dreiecken. Auf Grund der geringen Anzahl der Einzel-Dreiecke wird fiir diese Dreiecke kein
Sonderfall generiert. Stattdessen erhalten sie einen Dummy-Partner zugeordnet, der eine analoge Wei-
terverarbeitung ermoglicht. Die Einzel-Dreiecke mit ihrem Dummy-Partner werden dann ebenfalls der
Pseudo-Vierecksliste beigefiigt. Der Algorithmus zur interaktiven Visualisierung von Dreieckskontroll-
netzen arbeitet mit dieser Pseudo-Vierecksliste analog zum Viereckskontrollnetzverfahren.
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5.1.11.2 Paarfindungsalgorithmus

Um ihre patchweise Tesselierung mit einem Dreieckskontrollnetz zu nutzen, generierten Pulli und Sea-
gal [PS96] mit Hilfe eines Greedy-Algorithmus aus kantenbenachbarten Dreiecks-Faces im Dreiecks-
kontrollnetz eine Liste von Pseudo-Vierecke. Der Algorithmus verwendet eine Heuristik, die Ergebnisse
nahe am Optimum [PS96] liefert.

Ein Dreieck des Dreieckskontrollnetzes heifit frei, wenn es vom Paarfindungsalgorithmus noch kei-
nen Partner zugeordnet bekam. Zu Beginn sind alle Dreiecke des Kontrollnetzes frei. Der Algorithmus

arbeitet mit vier Listen Sy, ..., S3, in denen er die freien Dreiecke verwaltet. Im ersten Schritt erfolgt eine
Einordnung der Dreiecke des Kontrollnetzes in die Listen Sy, ..., S3:

So : Ooder 1 freier Kantennachbar.

S1 . 2 freie Kantennachbarn, einer davon ist in Sy U Sj.

S>» 1 2 freie Kantennachbarn, beide sind in S3.

S3 ¢ 3 freie Kantennachbarn.

Bei geschlossenen Kontrollnetzen besitzen die Dreiecke drei freie Kantennachbarn, alle Dreiecke
sind demzufolge in Liste S3 zu finden. Offene Kontrollnetze hingegen kénnen Dreiecke am Rand haben
mit nur einem oder zwei freien Kantennachbarn. Eine Uberpriifung bei der Einordnung ist somit notig.

Die Prioritét in den Listen ist absteigend geordnet: Elemente der Liste Sy haben die hochste Prioritit
und Elemente der Liste S3 besitzen die niedrigste Prioritdt. Der Algorithmus zur Paarfindung startet mit
So, .. .,953 als Eingabe und erzeugt eine Liste mit Dreiecks-Paaren sowie eine Liste mit Einzel-Dreiecken,
die einen Dummy-Partner erhalten.

Abbildung 5.28: Paarfindungsalgorithmus beim Zusammenstellen von Pseudo-Vierecken: Die jeweils
rot-blau markierten benachbarten Dreiecke ergeben ein Pseudo-Viereck, die unmarkierten Dreiecke be-
finden sich noch in den Listen Sy, ...,S3 zur weiteren Verarbeitung.

Nach Durchlaufen des Paarfindungsalgorithmus sind die meisten Dreiecke zu Pseudo-Vierecken zu-
sammengefasst. Tests in der Praxis haben ergeben, dass nur ca. ein Prozent als Einzel-Dreiecke iibrig
bleiben und mit einem Dummy-Partner versehen werden miissen. Die Einzel-Dreiecke mit Dummy-
Partner werden mit einem Flag versehen und der Pseudo-Vierecksliste hinzugefiigt.
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Pairing of Triangles (So,...,S3)
while Sy,...,S3 are not empty do
Take a triangle f from the nonempty set with the highest priority
// Look for a free partner g for f:
if f has free neighbors then
if / has a neighbor in Sy then
take it as g
else
let g be the neighbor with the highest priority
end if;
remove f,g from Sy,...,S3
insert (f,g) into the pair list

else
remove f from Sp,...,S3
mark f as unpaired singleton
end if;

// Increase neighbor priorities:
move neighbors of f (and g) from S3 to S5
move neighbors of f (and g) from S, and S; to Sy
if any triangle moved from S3 to S, then
move all triangles from S, with neighbors in Sy, S| or S, to S
end if;
end while;

5.1.11.3 Einbettung in den Viereckskontrollnetz-Algorithmus

Der Algorithmus fiir Dreieckskontrollnetze arbeitet primér mit der Pseudo-Vierecksliste, welche im Vor-
verarbeitungsschritt erzeugt wurde (siehe vorigen Abschnitt 5.1.11.2). Zur interaktiven Darstellung ord-
net das Verfahren Bild fiir Bild jedem Pseudo-Viereck eine geeignete Unterteilungstiefe zu. Die Bestim-
mung der Tiefenwerte verlduft analog zum Vierecksverfahren (siche Abschnitt 5.1.2). Zwei gepaarte
Dreiecke erhalten somit die gleiche Unterteilungstiefe (sieche Abbildung 5.31).

Corner—Array 4 Corner—Array 3
Pls. Ply Py, PG

0 p0 0 0
P; EPI‘\ P P;
PP P
------------------------------------- > |o o0 o
Corner—Array 1 Table  Corner—Array 2
—— ——

Abbildung 5.29: Aufsammeln der 1-Nachbarschaft eines Pseudo-Vierecks.
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Die Tesselierung wird patchweise durchgefiihrt, wobei ebenso wie beim Vierecksverfahren vorge-
gangen wird: Die beiden Dreiecke des Pseudo-Vierecks mit ihren 1-Nachbarschaften werden aus dem
Kontrollnetz aufgesammelt und in ein Slate {ibertragen (siehe Abbildung 5.29). Die Unterteilung bis zur
angegebenen Tiefe des Pseudo-Vierecks erfolgt gleichermal3en wie beim Vierecksalgorithmus mit zwei
Slates (siehe Abbildung 5.30).

Zwischen den unterschiedlich tesselierten Patches konnen Liicken auftreten, daher ist eine Liicken-
schlieBung 5.1.5 angelehnt an die Vierecksmethode notwendig (siehe Abbildung 5.31). Die Ausgaberou-
tine unterscheidet zwischen echten Pseudo-Vierecken und Einzel-Dreiecken mit Dummy-Partner. Bei
Einzel-Dreiecken werden die Dummy-Partner nicht beriicksichtigt, wihrend bei den echten Pseudo-
Vierecken beide Dreiecke ausgegeben werden. Statt den beim Vierecksverfahren verwendeten Quad-
Strips kommen beim Dreiecksverfahren Triangle-Strips zum Einsatz. Die restliche Ausgaberoutine ver-
lauft analog zur Vierecksroutine (siehe Abbildung 5.32).

Slate 1 : Slate 2 :
Corner—Array 4 Corner—Array 3 :
. "p.:‘-‘ ------------- . ]
: Unterteilungs—
: tiefe O
5 ] o o Corner—Array 4 Corner—Array3§
R B S == —m—
unteléteile
— | -
o @t ) o :
Corner—Array 1~ Table Corner—Array 2 N £ .. ; :
| — — N : Unterteilungs—
Dol el e | tefe ]
: b | SETEEE @t | SRR . -
Corner—Array 4 Corner—Array 3 : A :
: PO L ST STTRTTNe: oo .
;e |unterteile Lo
B . .
. o | RRETRIPRS B PP » o :
Corner—Array 1 Corner—Array 2
N — 1 : Unterteilungs—
: tiefe 2
<) :
Corner—Array 1 Corner—Array 2
— ——

Abbildung 5.30: Tesselierung eines Pseudo-Vierecks mit Hilfe von zwei Slates.



98 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG

N
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Abbildung 5.31: Schematische Darstellung von sechs Pseudo-Vierecken mit unterschiedlichen Unter-
teilungstiefen (links), so dass eine LiickenschlieBung erforderlich ist (rechts).

Slate P  Limitpunkte ===p OpenGL-Primitive

Corner—Array 4 Corner—Array 3
Ceeeo] I — Unterteilungstiefe
R 7 Kantennachbarn

Corner—Array 1 Corner—Array 2
— —

Abbildung 5.32: Ausgabe mit OpenGL-Primitiven eines tesselierten Pseudo-Vierecks.

Ein Caching der bereits berechneten Limitwerte ist ebenfalls analog zum Verfahren aus Abschnitt
5.1.6 moglich.

Die visuellen Ergebnisse zeigen die Abbildungen 5.25, 5.33 und 5.34 am Beispiel einiger Screenshots
einer interaktiven Visualisierung mit Loop-Unterteilungsflichen in einer OpenSG-Applikation.
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Powered by OpenSG Femmealy el

Abbildung  5.33:  Beispiel fir  Loop- Abbildung 5.34: Das Dreieckskontrollnetz der

Unterteilungsflichen mit OpenSG. Modell von Loop-Unterteilungsfliche ist grau markiert und
Volker Settgast. enthilt scharfe Kanten. Modell von Volker Settgast.
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5.2 Photorealistische Darstellung

Die Vorteile von Unterteilungsflichen in der Freiformflichenmodellierung fiihrten zu ihrem Einzug in
Modellierungstools wie z.B. Maya und Cinema4D. Damit ist der Bedarf nach effizienten Rendering-
Algorithmen vorhanden. Wihrend das Thema interaktive Visualisierung bereits bearbeitet wurde (siehe
Abschnitt 5.1), riickte der Bereich photorealistische Darstellung von Unterteilungsflichen bislang we-
niger in den Fokus des allgemeinen Interesses. Als Standardlosung wird meist das betreffende Unter-
teilungsflachenobjekt tesseliert und als Polygonmodell gerendert. Ein Vorteil dieses Verfahrens ist die
universelle Einsetzbarkeit: Fiir neue Freiformflichentypen miissen keine eigenen Renderingmethoden
entwickelt und implementiert werden. Die feste Tesselierung hat jedoch auch Nachteile: Ein Untertei-
lungsflichenobjekt muss fiir jeden Einsatz in einer Szene angepasst tesseliert werden, um eine zu grobe
oder zu feine Tesselierung zu vermeiden. Eine zu grobe Tesselierung liefert eine schlechte Darstellungs-
qualitiit, wihrend eine zu feine Unterteilung zu einer unakzeptablen Laufzeit fiihren kann. Eine effekti-
vere Losung bietet ein adaptiver Ansatz: Wahrend des Renderingprozesses werden nur die Teile des Un-
terteilungsflichenobjektes berechnet und verfeinert, die an der Beleuchtungsrechnung teilnehmen und zu
einer Verbesserung der Bildqualitét beitragen. Abschnitt 5.2.1 widmet sich der Darstellung von Unter-
teilungsflichen mit Radiosity, im Abschnitt 5.2.2 wird ein neues Verfahren zum Raytracen von Untertei-
lungsflachen vorgestellt. Die Methoden zur Radiosityberechnung sowie der Algorithmus zum Raytracen
von Unterteilungsflichen sind im Modular Rendering Tool (MRT) [Fel96] integriert. Das Softwarepaket
MRT wurde am Institut fiir Computergrafik der TU Braunschweig entwickelt und dient als Plattform
fiir innovative Renderingverfahren. Die Algorithmen zur photorealistischen Darstellung von Untertei-
lungsflichen der folgenden Abschnitte benotigen eine Datenstruktur fiir die Kontrollnetze der Untertei-
lungsflachen, die eine partielle Verfeinerung der Kontrollnetze unterstiitzt. Eine solche Datenstruktur fiir
Kontrollnetze, welche auf einer hierarchischen, erweiterbaren Klassenstruktur basiert, wurde von Torsten
Techmann fiir Dreiecksnetze [TFO4] und von Rafael Janetzek [Jan05] fiir Vierecksnetze implementiert.
Sie stehen im MRT fiir Unterteilungsflichen sowie fiir polygonale Flichen zur Verfiigung.

5.2.1 Radiosity

Beim (hierarchischen) Radiosityverfahren [Sch0O] wird in einer dreidimensionalen Szene ein Energie-
austausch simuliert. Dazu werden alle Objekte in einer gegebenen Qualititsstufe tesseliert und in ei-
nem polygonalen Netz (boundary representation kurz BRep) abgelegt [BFS96]. Wenn die berechneten
Formfaktoren unter Beriicksichtigung der hierarchischen Struktur iiber einem gegebenen Schwellenwert
liegen, wird rekursiv unterteilt solange die betrachteten Patches eine ausreichende Grofe besitzen. Bei
gekriimmten Objekten miissen zusitzlich die unterteilten Faces des BReps an das Objekt, das sie repra-
sentieren, angepasst werden [Sch97]. Diese Anpassung erfolgt innerhalb der Methode adjustVertex im
MRT. Die Radiosityberechnung des MRT liefert eine adaptiv verfeinerte Szene bestehend aus BReps,
die beispielsweise interaktiv visualisiert werden kann.

Um ein neues Objekt respektive Unterteilungsflache in das Radiosityverfahren des MRT zu integrie-
ren, muss das neue Objekt durch ein BRep reprisentierbar sein, welches lokal verfeinert werden kann.
Die Radiosityberechnung startet mit einer groben Approximation der Fldche und fiihrt in einem iterativen
Prozess eine adaptive Verfeinerung in einem 2-Schrittverfahren durch. Dazu werden im ersten Schritt die
notwendigen Unterteilungen auf dem BRep vorgenommen, die sich aus der Radiosityberechnung erge-
ben. Im zweiten Schritt werden diese neu erzeugten Vertices an die Limitfliche der Unterteilungsfliche
angepasst.

Da der BRep lediglich die adaptiv tesselierte Limitfliche enthilt, konnen fiir neue Vertices keine
Limitpunkte mit Hilfe des BReps berechnet werden. Zur Ausfithrung der Methode adjustVertex ist daher
ein weiteres Kontrollnetz notig, das die Kontrollpunkte in den angeforderten Tiefen zur Berechnung der
Limitpunkte bereit stellt. Im MRT wird dazu ein hierarchische Unterteilungsflichennetz verwendet.
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Iteration 3:

Hierarchisches
Unterteilungsfliachennetz
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Abbildung 5.35: Adaptive Verfeinerung einer Unterteilungsfliche wihrend der Radiosityberechnung in
schematischer Darstellung: Nach Generierung der Approximation der Flache in Unterteilungstiefe 0 im
BRep und Setzen der Pointer in den Vertices des BRep zu den korrespondierenden Vertices im hierar-
chischen Unterteilungsnetz startet der rekursive Prozess. Neue Vertices werden sukzessive im BRep ein-
gefiigt (weill markierte Punkte). Zur besseren Fldchenapproximation werden ihre Limitpunkte bendotigt.
Dazu werden von den umgebenden alten Vertices im BRep die Pointer zum hierarchischen Untertei-
lungsflichennetz genutzt um zur korrespondierenden Stelle im hierarchischen Unterteilungsflichennetz
zu gelangen. Die entsprechende 1-Nachbarschaft im Unterteilungsflichennetz wird angelegt und der Li-
mitpunkt berechnet. Der neue Vertex im BRep erhilt somit seinen Limitpunkt und einen Pointer auf
seinen Partner im hierarchischen Unterteilungsflachennetz.
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Jeder Vertex des BReps besitzt einen Pointer auf seinen Partnervertex im hierarchischen Untertei-
lungsflichennetz. Ein neu generierter Vertex im BRep findet iiber die Pointer seiner Nachbarn im BRep
seine korrespondierende Stelle im hierarchischen Unterteilungsflichennetz und generiert dort seine ent-
sprechende 1-Nachbarschaft. Daraus kann sein Limitpunkt berechnet werden. Abschlieend erhilt der
neue Vertex im BRep einen Pointer auf seinen Partner im Unterteilungsflichennetz (siche Abbildung
5.35). Unterteilungsflichen unterstiitzen durch ihren Regelsatz und ihr Unterteilungsschema bereits nativ
die geforderte adaptive Verfeinerung des hierarchischen Radiosityverfahrens und sind somit auf einfa-
che Weise in das Softwarepaket MRT zu integrieren [Sch97]. Fiir das Radiosityverfahren des MRT sind
die Unterteilungsflachen Loop, Catmull-Clark und ESubs implementiert. Die Abbildungen 5.36 bis 5.39
zeigen Beispiele fiir photorealistische Darstellungen von Unterteilungsflichen mit Radiosity im MRT.

Abbildung 5.36: Radiosityszene mit Catmull-  Abbildung 5.37: Radiosityszene mit Loop-
Clark-Unterteilungsflichen [Bod05]. Unterteilungsflichen. Museumsszene von Ste-
phan Schifer.

Abbildung 5.38: Radiosityszene mit uniformen  Abbildung 5.39: ESubs mit nicht-uniformen und
ESubs ohne Special Features [Jan05]. nicht-konformen Knotenintervallen sowie Special
Features [Jan05].
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5.2.2 Raytracing

Fiir die im Vergleich zu den Unterteilungsflichen dlteren NURBS-Flidchen existieren diverse Raytracing-
verfahren. Woodward schlégt beispielsweise in [Woo89] eine rekursive Unterteilungsmethode vor, die
hauptséchlich in einer Ebene orthogonal zum Strahl arbeitet. Ein numerischer Ansatz ist z.B. in [Tot85]
aufgefiihrt. Weitere Verfahren zum Raytracen von parametrischen Fliachen finden sich in [NSK90],
[LGI0]. In [Sta99], [Sta98] und [BMZ04] werden Parametrisierungen fiir Unterteilungsflichen vorge-
stellt. Es erscheint jedoch wenig sinnvoll, diese Parametrisierungen zum Raytracing zu nutzen, da dieses
Vorgehen im Allgemeinen zu aufwéndig ist (siehe zum Vergleich auch [CSS97]).

Zum Raytracen von Unterteilungsflichen existieren bislang zwei Verfahrenstypen:

e Standardmethode: Die Unterteilungsflache wird vor dem Raytracen tesseliert und das resultierende
Polygonmodell wird gerendert.

e Keine Vortesselierung: Der Raytracer arbeitet direkt mit der Unterteilungsflache.

Bei der Standardmethode verfeinert ein Tesselator die Unterteilungsflache uniform oder adaptiv nach
einem gegebenen Kriimmungsmal. Das resultierende Polygonnetz kann dann mit einem Raytracer ge-
rendert werden, der lediglich in der Lage sein muss, Polygonmodelle zu verarbeiten. Auf diese Weise ist
es moglich, eine Vielzahl von Freiformfldchentypen zu visualisieren. Spezielle Schnittpunktalgorithmen
fiir einen neuen Flachentyp miissen nicht entwickelt und implementiert werden. Fiir ein qualitativ hoch-
wertiges Bild ist eine ausreichend feine Tesselierung erforderlich, wobei insbesondere die Bereiche der
Objekt- und Schattensilhouetten eine hohere Unterteilungstiefe bendtigen. Da die Tesselierung des Ob-
jektes bei der Standardmethode unabhingig vom Raytracingvorgang und somit blickpunktunabhéngig
durchgefiihrt wird, muss das komplette Modell mit der Unterteilungstiefe der Silhouettenbereiche in der
angestrebten Qualitétsstufe verfeinert werden. Dadurch werden jedoch auch viele Bereiche des Objek-
tes unndtig berechnet, beispielsweise ganze Teile des Objektes die an der Beleuchtungsrechnung nicht
teilnehmen. Durch das exponentielle Wachstum der Polygonanzahl beim Unterteilen erhdlt man mit der
Standardmethode schnell eine grole Polygonanzahl. Daher ist fiir jede Szene eine geeignete Untertei-
lungstiefe fiir die jeweilige Unterteilungsflache zu wéhlen, um eine zu grobe Tesselierung und damit eine
schlechte Bildqualitét sowie eine zu feine Tesselierung mit zu hoher Laufzeit bei der Bildberechnung zu
vermeiden.

Die Verfahren ohne Vortesselierung fiihren die adaptive Verfeinerung wéhrend dem Raytracing-
Prozess durch. Fiir jeden Strahl wird eine geeignete Unterteilungstiefe im Schnittpunktbereich des Ob-
jektes bestimmt. Damit werden nur die Objektteile berechnet, die auch tatsdchlich an der Beleuchtungs-
rechnung teilnehmen. Es werden somit nur die Teile des Objektes in szenenspezifischer Feinheit darge-
stellt, die fiir ein qualitativ hochwertiges Bild notwendig sind. Kobbelt et.al. prisentierten in [KDS98]
ein Verfahren zum Raytracen von Unterteilungsflichen ohne Vortesselierung. Ihr Verfahren nutzt ei-
ne Bounding-Envelope-Technik [Kob98], bei der die Unterteilungsfliche zwischen einem ,,groeren
und einem ,kleineren* Kontrollnetz eingeschachtelt ist. Der Algorithmus verfeinert sukzessive entlang
des Strahls beim Eintreten in die Bounding Envelope’s bis zu einer geeigneten Tiefe. Die Methode ist
schnell und verbraucht im Vergleich zur uniformen Vortesselierung in Silhouettentiefe relativ wenig
Speicherplatz. Um die zwei einschachtelnden Kontrollnetze zu berechnen, miissen in einem Vorberech-
nungschritt fiir jede vorkommende Valenz Minima und Maxima der Basisfunktionen jedes Vertex in der
1-Nachbarschaft eines Patches bestimmt werden. Erweiterungen des Regelsatzes in Form von beispiels-
weise scharfen Kanten ziehen umfangreiche Vorberechnungen nach sich. Fiir jeden praktisch auftreten-
den Fall in jeder Valenz mit jeder scharfen Kantenkombination miissen die Basisfunktionen berechnet
werden. Dies fiihrt zu einer gro3en unpraktikablen Anzahl von Fillen, welches eine Implementierung im
Hinblick auf Erweiterungen des Regelsatzes und Special Features erschwert.

Ein weiteres Verfahren ohne Vortesselierung basiert auf der Methode von Woodward [Woo089] fiir
Bézier-Patches. Dieses Verfahren arbeitet hauptsiachlich zweidimensional in einer Ebene ortoghonal zum
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Strahl und nutzt die Eigenschaft, dass ein Patch sich in der konvexen Hiille seiner 1-Nachbarschaft befin-
det. Um zu testen ob ein Strahl ein Patch schneidet, projiziert der Algorithmus die 1-Nachbarschaft
des Patches mit Hilfe einer Parallelprojektion in eine Ebene orthogonal zum Strahl. Der Aufpunkt
der Ebene ist der Strahlursprung. Liegt der Strahlursprung innerhalb der konvexen Hiille der proji-
zierten 1-Nachbarschaft, so wird das Patch unterteilt und mit den Subpatches rekursiv fortgefahren bis
entweder ein Schnittpunkt in gewiinschter Tiefe gefunden wurde oder ein Schnitt auszuschliefen ist.
Im Vergleich zum originalen Woodward-Verfahren mit Bézier-Patches sind die konvexen Hiillen der
Unterteilungsflachen-Patches relativ grofl im Verhiltnis zum eingeschachtelten Objekt. Daher sind vie-
le Schnittpunkttests erforderlich, welche wiederum die Laufzeit erhohen. Dieses Verfahren ist jedoch
einfach zu implementieren und unterstiitzt alle Special Features sowie Regelsatzerweiterungen bei Bei-
behaltung der Konvexen-Hiille-Eigenschaft.

Ziel des neuen, im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und implementierten Verfahrens zum Raytra-
cen von Unterteilungsflichen ist es, ein qualitativ hochwertiges Bild unter effizienter Nutzung der zur
Verfiigung stehenden Rechenzeit zu generieren. Die Unterteilungsfliche wird dazu wihrend des Ray-
tracingprozesses automatisch adaptiv verfeinert. Dabei berechnet der Algorithmus nur die Objektteile,
die potentiell an der Beleuchtungsrechnung teilnehmen. Die gewihlte Unterteilungstiefe fiir jeden Strahl
hingt von den folgenden Kriterien ab:

i)  Lage des Schnittpunktbereiches (Silhouette/Innen),

ii)  GroBe des dedizierten Patches projiziert auf die Bildebene,

iii) Kriimmung des Patches.
Das neue Verfahren kann neben dem herkommlichen Regelsatz auch Special Features darstellen. Wei-
tere Unterteilungsflachentypen konnen ebenfalls mit diesem Verfahren visualisiert werden. Fiir Loop,

Catmull-Clark und ESubs ist der ShaoLin-Algorithmus implementiert und in den MRT integriert wor-
den.

5.2.2.1 Grundidee

In der Vorbereitungsphase findet eine Einordnung jedes Patches mit seinem Bounding-Volume (BV) in
ein frei zu wihlendes Raumunterteilungsschema statt. Wenn der Strahl das BV des Patches schneidet,
dann startet der eigentliche Schnittpunkttest zwischen Patch und Strahl. Der Algorithmus arbeitet kon-
zeptionell in einer Ebene, die durch die Eckpunkte des Patches gebildet wird. Die Parallelprojektion in
Richtung der Normale dieser Ebene wird im Folgenden mit schattenwerfen bezeichnet. Wenn der Strahl
einen Schatten auf das Patch wirft und der Strahl nahe am Patch ist, dann ist ein Schnittpunkt moglich.
In diesem Fall wird das Patch rekursiv unter Beriicksichtigung der Unterteilungstiefenkriterien unterteilt
bis ein Schnittpunkt gefunden wurde oder es sichergestellt ist, dass ein Schnittpunkt nicht existiert. Der
Name des Verfahrens SHAOLIN kommt von seinem Hauptmerkmal, dem Schattenwurf des Strahles:
Shadow of the Line.

SHAdow Of the LINe

schattierte Subpatches:
[ Tiefe 1 :
[ Tiefe 2
B Tiefe 3

Abbildung 5.40: Grundidee des ShaoLin-Algorithmus.
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Das Verfahren wird im Folgenden fiir Loop-Unterteilungsflichen vorgestellt. Nach einigen Vor-
bemerkungen zu notwendigen Begriffsdefinitionen im Abschnitt 5.2.2.2 wird in Abschnitt 5.2.2.4 der
ShaoLin-Algorithmus erldutert. Abschnitt 5.2.2.5 untersucht den Algorithmus ndher. Moglichkeiten zur
Optimierung prisentiert Abschnitt 5.2.2.6. Eine Ubertragung des Verfahrens auf Vierecks-Unterteilungs-
flachen zeigt Abschnitt 5.2.2.7. Die Ergebnisse in Form von Laufzeitmessungen sowie die visuellen Re-
sultate sind Thema des Abschnittes 5.2.2.8.

5.2.2.2 Vorbemerkungen

LiickenschlieBung:

Es seien A’ und B’ zwei kantenbenachbarte Faces des Kontrollnetz M’ in Unterteilungstiefe  (siche
Abbildung 5.41). Eine Tesselierung von B’ und A’ in verschiedenen Tiefen liefert im Allgemeinen eine
Liicke zwischen den unterschiedlich tesselierten Patches. Um eine geschlossene Fldche zu erhalten, wird
beim Raytracen ein Liickenpolygon eingefiigt.

Ty
TB.11+1
TBIZ+1
TB.13+1
TBQH

Abbildung 5.41: Zwei kantenbenachbarte Faces A’ und B’ aus Kontrollnetz M’. Ein Unterteilen von Face
B' liefert die vier Subfaces B!, Bi™ BL™1 B/ aus M'*!. Die Patches Lyior, Lyri, Lo, Ly und Ly
(gekennzeichnet durch gestrichelte Kurven) sind in Tiefe / 4+ 1 und [ tesseliert (siehe die rot markierten
Sehnendreiecke TBIIH, TBIZ+1, TBI;rl, TBiJrl und das blau gefirbte Sehnendreieck 7).

Eine Liicke (gelb markiertes Dreieck) tritt zwischen den unterschiedlich tesselierten Patches auf. Daher
ist es erforderlich, ein Polygon in die Liicke einzufiigen, um eine geschlossene Oberfldche zu erhalten.

Konvexe-Hiille-Eigenschaft:

Bemerkung 1 (konvexe Hiille). Unter der Voraussetzung, dass die Unterteilungsregeln aus Konvex-
kombinationen der jeweiligen 1-Nachbarschaften der neuen Face-, Kanten- und Vertexpunkten bestehen,
gilt: Die konvexe Hiille der 1-Nachbarschaft eines Faces F enthdlt ihr Patch L.

Beweis:
Der Beweis folgt direkt aus den Voraussetzungen.
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Aus Bemerkung 1 folgt unmittelbar: Wenn eine Ebene Q eine konvexe Hiille, gebildet aus der 1-Nachbar-
schaft eines Faces F', nicht schneidet, dann schneidet sie auch nicht das Patch Lg. Diese Eigenschaft ist
essentiell fiir die korrekte Arbeitsweise des ShaoLin-Algorithmus.

Es sei F ein Face aus dem Kontrollnetz mit den Eckpunkten Py, Py, P,. Weiterhin sei 7 = ALp Lp Lp,
und Q sei eine Ebene orthogonal zu Tr. Wenn Ebene Q das Sehnendreieck 7y schneidet, dann schneidet
O auch mindestens eines der Sehnendreiecke der Subfaces von F. Dies ist der Fall, da Lp,, Lp,, Lp, sich
auch bei weiteren Unterteilungsschritten nicht dndern.

Patchrandkurve:

In einem regulidren Dreieckskontrollnetz einer Loop-Unterteilungsflidche ist ein Patch ein Bézier-Dreieck
vom Grad 4 (siehe beispielsweise [Sta99]). Die Randkurve eines reguldren Patches (siche Abbildung
5.42, links) ist demzufolge eine Bézier-Kurve vom Grad 4

4
=Y B;-B}(1)
i=0

mit den Bézier-Kontrollpunkten:

% (PS + P+ PP+ Pl P +6Pi> (5.4)

L <1P + P1+ Pl—|— 3P3+6Pj+2p7> (5.5)

12\2 2

é (2P8 —|—2P3 4P —|—4P7> (5.6)

% ( Py P10—|— §P8+ §P3—|—6P7+2P4> (5.7)
By= 112 (P8+P3+P4+P9+P10+P6+6P7) (5.8)

Aus den Eigenschaften der Bézier-Dreiecke bzw. der Bézier-Kurven folgt unmittelbar, dass By der
Limitpunkt von Kontrollpunkt Pi ist. Ebenso ist B4 der Limitpunkt von P7l (siehe Abbildung 5.42, links).
B liegt auf der Geraden By + ab’(0) mit & > 0, die durch die Tangente der Randkurve an der Stelle 7 = 0
bestimmt wird. GleichermaBlen befindet sich B3 auf der durch die Tangente der Randkurve an der Stelle
¢ = 1 definierten Geraden By + 34'(1) mit 3 < 0. Weiterhin gilt: Die Randkurve b(z) verlduft innerhalb
der konvexen Hiille der Bézier-Kontrollpunkte By, ..., Bs.

Es sei E eine Ebene und g bezeichnet die Parallelprojektion in die Ebene E in Richtung des
Normalenvektors von E. Dann gilt wegen der affinen Invarianz:

ZQE = P (28 B} (1) )

i=0

Fiir die korrekte Arbeitsweise des ShaoLin-Algorithmus ist diese Eigenschaft entscheidend.

Haben die beiden Vertices der betrachteten Kante eine Valenz ungleich sechs, so liegt fiir die zuge-
horige Randkurve ein irreguldrer Fall vor. Im irreguldren Fall ist es im Allgemeinen nicht méglich, die
Randkurve durch eine Bézier-Kurve darzustellen. Stam stellt in [Sta99] eine Parametrisierung fiir Loop-
Unterteilungsflachen in irregulidren Fillen vor. Mit dieser Parametrisierung kann zwar die Randkurve
beschrieben werden, eine konvexe Hiille fiir die Randkurve ist jedoch nicht gegeben. Da die Konvexe-
Hiille-Eigenschaft fiir den ShaoLin-Algorithmus unabdingbar ist, muss eine andere Losung gewihlt wer-
den. Das ShaoLin-Verfahren approximiert daher die Randkurve mit Hilfe einer Bézier-Kurve. Diese
liefert iiber ihre Kontrollpunkte die erforderliche konvexe Hiille. Um die Randkurve moglichst eng zu
approximieren, miissen folgende Eigenschaften erfiillt sein (siche auch Abbildung 5.42, rechts):
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Abbildung 5.42: Fall a): Randkurve eines Patches mit regulirem Dreieck-Kontrollnetz: Die fett mar-
kierte Kante des Kontrollnetzes gehort zu der eingezeichneten Randkurve b(r).

Fall b): Randkurve eines Patches mit irreguldirem Dreieck-Kontrollnetz: Die Bézier-Kurve ¢() approxi-
miert die Randkurve (punktierte Kurve), welche zur fett markierten Kante im Kontrollnetz gehort. Mit
dieser Kante wurde ein Unterteilungsschritt durchgefiihrt, um den neuen Kantenpunkt Pé;rl zu erhalten,
Lo ist sein zugehoriger Limitpunkt. Aus der 1-Nachbarschaft der fett markierten Kante in M "'und Ly,
konnen die Bézier-Kontrollpunkte der approximierenden Kurve ¢(7) bestimmt werden.

P1: C(O) = L(), C(l) = Ll,

P2: Die Tangente der Randkurve in L besitzt die gleiche Richtung wie ¢/(0), ebenso hat die Tangente
der Randkurve in L, die selbe Richtung wie ¢/(1).

P3: ¢(0.5) ist gleich dem Limitpunkt Ly; des Kontrollpunktes Péi’l.

Unter Beriicksichtigung der gewiinschten Eigenschaften lassen sich die die Bézier-Kontrollpunkte
Co,...,Cy der gesuchten Kurve ¢(¢) bestimmen:

Co = Ly (5.9
1

C, = Lo+ ﬁtangento (5.10)

8 1 1 1 1

C = - (Lph——C—-C—-C3——C 5.11

2 3< 0= 7cC— 30— 7G- ¢ 4> (5.11)
1

C; = Li— Etangentl (5.12)

Cy = L (5.13)

wobei tangenty der Tangentialvektor der Randkurve in Ly ist und rangent; den Tangentialvektor in L
reprasentiert.

5.2.2.3 ShaoLin-Toolbox

Der ShaoLin-Algorithmus erhilt als Eingabe ein Startpatch S. Nach / Unterteilungen des Startpatches
liegen 4/ Subpatches S ; vor. Die Randkurven der Subpatches S, die Teil der Randkurve des Startpat-
ches § sind, heien AuBenrandkurven (siehe Abbildung 5.43). Subpatches §; ohne AuBenrandkurven
werden als Innenpatches bezeichnet. Analog dazu werden Subpatches S; mit AuBenrandkurven Aufen-
patches genannt. In Unterteilungstiefe / des Startpatches S sind 4/ — 3 -2/ + 3 Innenpatches und 3 -2/ — 3
AuBenpatches mit 3 - 2! AuBenrandkurven vorhanden.

Der ShaoLin-Algorithmus benétigt drei Ebenen fiir den Schnittpunkttest zwischen einem Strahl R
und einem Startpatch S, die im Folgenden eingefiihrt werden (siehe Abbildung 5.44).
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—_,
ATP,
Ly

D

L

Abbildung 5.43: Zweifaches Unterteilen des Startpatches S liefert als Subpatches 7 Innenpatches (weif3
markiert) und 9 AuBlenpatches (grau gekennzeichnet). Die Auflenrandkurven sind schraffiert dargestellt.
Die Ebene TP ist durch die Ecklimitpunkte L;, Ly, L3 des Startpatches S definiert.

Definition 9 (Ebene T'P). Es sei S ein Startpatch mit den Ecklimitpunkten Ly, L;, Ls.
Dann is_l; die Dreiecksebene T P definiert durch die drei Punkte Ly, Ly, L. Der Normalenvektor von T P
heifst TP,

Definition 10 (Ebene RP). Es sei R ein Strahl mit Aufpunkt R, und Richtung I_éd,-,. Die Dreiecksebene
TP sei durch Startpatch S gegeben. .
Die Strahlebene RP ist durch den Aufpunkt R, und die beiden Richtungsvektoren I_éd,-r und T P,, definiert.

Wenn R iy und T—P>n linear abhiingig sind, dann kann der zweite Richtungsvektor beliebig gesetzt werden.
Das RP-Koordinatensystem ist festgelegt durch:

- — — —
. Ry, xTP, 7 _ TPy xRP

— —
RPy:TPn, RPZ: - — 5 B i
| Rgir X TP, | | TP, X RP, |

Definition 11 (Ebene CP). Es sei S ein Startpatch, R ein Strahl und RP die_z}ugehb’rige Ebene.
Dann heift eine Ebene mit Aufpunkt R, und den Richtungsvektoren Rai, RP; Kreuzungsebene CP.

TP

Abbildung 5.44: Ebenen des ShaoLin-Algorithmus: Dreiecksebene T P, Strahlebene RP und die dazu
orthogonale Kreuzungsebene CP.

Es sei S ein Startpatch und 7P die resultieren_dg Dreiecksebene. Dann bezeichnet Zs : IR? — TP die
Parallelprojektion in die Ebene TP in Richtung T P,,. Strahl R wirft einen Schatten auf S wenn

Ps(S)NPs(R) # 0

gilt. Ein Schnitt zwischen Startpatch S und Strahl R ist nur dann moglich, wenn S schattiert ist.
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Bei der tesselierten Flidchendarstellung ergeben sich ndher zu untersuchende Modifikationen: Es sei
S das betrachtete Startpatch und 7' = AL;L,L3 das Sehnendreieck des Startpatches. Hy, H,, H3 seien die
drei konvexen Hiillen der drei Randkurven von S. Ein Startpatch, welches die Gleichung

Ps(S) C Uizm3 Ps(H)UT (5.14)

erfiillt, heiflt giiltiges Patch. Das in TP projizierte Randkurvengebiet umfasst den Bereich in 7P, der
auBlerhalb des Sehnendreiecks 7" sowie zwischen der projizierten Randkurve und T liegt. Wenn Formel
(5.14) gilt, dann ist das projizierte Randkurvengebiet ein Teil von U, 53 Zs(H;) UT . Ist Formel (5.14)
nicht erfiillt, so sind weitere Unterteilungsschritte erforderlich. Der Algorithmus startet dann mit den
giiltigen Subpatches von S als Startpatches. Die Subpatches werden zu giiltigen Patches, da die Folge der
Subpatches mit zunehmender Unterteilungstiefe zu einer glatten Oberflache konvergieren. Die Fliache
von S ist glatt, da im Inneren eines Patches keine scharfe Kanten existieren. Abschnitt 5.2.2.5 behandelt
den Spezialfall, dass Formel (5.14) fiir ein Startpatch S nicht erfiillt ist. In Kontrollnetzen aus realisti-
schen Modellierungsprozessen treten im Allgemeinen nur giiltige Startpatches auf, ungiiltige Startpat-
ches kamen bislang nicht vor (siehe auch Abschnitt 5.2.2.5). Daher wird im Folgenden angenommen,
dass Formel (5.14) erfiillt ist. Somit ist ein Schnitt zwischen Startpatch S und Strahl R nur dann méglich,
wenn T oder Hj >3 schattiert sind, das bedeutet:

(Ui:1,2,3 Ps(H;)U T) N Ps(R) # 0

7

P IR3 - TP

TP

Abbildung 5.45: Parallelprojektion in Dreiecksebene T P entlang ﬁ’n: Ps(S) (schraffiert) ist Teil von
Uiz123 @s(H;) UT (grau gekennzeichnet).

Es seien §;, j=1,... ,4', die Subpatches von Startpatch S in Unterteilungstiefe / und T; die zuge-
horigen Sehnendreiecke der Subpatches S;. Hy, k=1,...,3- 2! seien die konvexen Hiillen der Aufen-
randkurven der Subpatches. Die Parallelprojektion &g bezieht sich fiir alle Subpatches S; immer auf das
Startp_a_)tch S: Projektionsrichtung und Zielebene ist fiir alle Subpatches von S die Ebene 7'P mit Rich-
tung TP, wobei TP durch Startpatch S definiert ist. Ein Schnitt zwischen S respektive den Subpatches
S; und Strahl R ist nur dann mdéglich, wenn mindestens ein Sehnendreieck 7; oder eine konvexe Hiille
H; schattiert ist, das heifit wenn gilt:

gooay

Um zu iiberpriifen, ob ein Sehnendreieck T = AL;L, L3 schattiert ist, miissen die Eckpunkte von T
getestet werden: Liegen die Eckpunkte von 7 in beiden Halbrdumen von Ebene RP, so ist T schattiert.
Die Einordnung eines Punktes in die beiden Halbrdume kostet 2 Additionen, 3 Subtraktionen, 3 Multipli-
kationen und 1 Vergleich. Eine Klassifizierung der vier Sehnendreiecke eines unterteilten Patches erhalt
man somit durch maximal 12 Additionen, 18 Subtraktionen, 18 Multiplikationen und 6 Vergleiche.

Ein weiterer Vortest im ShaoLin-Algorithmus verwendet die Konvexe-Hiille-Eigenschaft des Patches
S (siehe Bemerkung 1). Es sei Ky die konvexe Hiille der 1-Nachbarschaft des Faces von Patch S. K ent-
hélt S und wird im ShaoLin-Algorithmus als konvexe Hiille fiir S verwendet. Wenn CP N K # 0 gilt,
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Abbildung 5.46: Nach einem Unterteilungsschritt: Parallelprojektion in Dreiecksebene 7P entlang ﬁ’n,
TP ist durch Startpatch S definiert. Die schattierten Sehnendreiecke der Subpatches von S mit ihren
zugehorigen konvexen Hiillen der Aulenrandkurven sind grau markiert.

dann kreuzt Ks die Ebene CP. Analog zum Schattierungstest wird tiberpriift, ob sich Kontrollpunkte der
konvexen Hiille Kg im rechten und linken Halbraum von Ebene CP befinden. Ein Schnitt zwischen Start-
patch S und Strahl R ist nur dann moglich, wenn Kg die Ebene CP kreuzt. Nach [ Unterteilungsschritten
des Startpatches S liegen die Subpatches S;,j =1,... 4" und ihre zugehorigen konvexen Hiillen K j Vor.
Wiederum ist ein Schnitt zwischen Startpatch S und Strahl R nur dann mdoglich, wenn zumindest ein K
die Ebene CP kreuzt: CPN (U=, 4 K;j) # 0.

gooay

5.2.2.4 ShaoLin-Algorithmus

Nach der Einfiihrung der notwendigen Definitionen, widmet sich dieser Abschnitt der Arbeitsweise des
ShaoLin-Algorithmus (siehe Teilabschnitt 5.2.2.4.1), zeigt dass in allen Fillen eine geschlossene Fldche
vorliegt (siehe Teilabschnitt 5.2.2.4.2), erldutert den Schnittpunkttest (siche Teilabschnitt 5.2.2.4.3) und
prasentiert den vorgestellten Algorithmus im Pseudocode (siehe Teilabschnitt 5.2.2.4.4).

5.2.2.4.1 Arbeitweise des ShaoLin-Algorithmus

Im Allgemeinen ist der Schattentest eines Patches S mit einem Strahl R sehr kostenintensiv. Aus die-
sem Grund wird stattdessen das Sehnendreieck 7 von S und die konvexen Hiillen der AuB3enrandkur-
ven getestet, welches wesentlich schneller iiberpriift werden kann (sieche Abschnitt 5.2.2.3). Wenn das
Sehnendreieck Tg oder die konvexen Hiillen der AuBenrandkurven schattiert sind, dann ist ein Schnitt
moglich. Ein weiterer Test iiberpriift, ob die konvexe Hiille des Patches Ky die Ebene CP kreuzt. Der
ShaoLin-Algorithmus nutzt diese zwei Vortests, um zu entscheiden ob ein Schnittpunkt vorliegen kann
und eine weitere Untersuchung des Patches sinnvoll ist.

Wenn das Startpatch S beide Tests bestanden hat, wird S in seine vier Subpatches S, ... ,S4 unterteilt.
Anschlieend wird iiberpriift, welche Sehnendreiecke der Subpatches Sy, ...,S4 und welche konvexen

Schattenliste:

1. 83
2. 84
3. S

schattierte Subpatches:

Tiefe 1

Abbildung 5.47: Schattenliste nach einem Unterteilungsschritt des Startpatches S.
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Hiillen ihrer Aulenrandkurven schattiert sind. Da eine geschlossene tesselierte Fliche vorliegt, miissen
die inneren Randkurven der Subpatches nicht betrachtet werden. Es reicht aus die konvexen Hiillen der
AuBenrandkurven zu kontrollieren um sicherzustellen, dass die Ubergiinge zu den benachbarten Patches
von S liickenfrei sind.

In einer Schattenliste sind die schattierten Subpatches von S aufgefiihrt, sortiert nach ihrem Abstand
zum Strahlaufpunkt. Der Algorithmus arbeitet die Schattenliste in einem rekursiven Prozess durch bis
ein Schnittpunkt gefunden wurde oder das Ende der Schattenliste erreicht ist. Die Parameter fiir diesen
rekursiven Aufruf sind das aktuelle Subpatch, der Strahl und die derzeitige Unterteilungstiefe.

Fiir das aktuelle Subpatch wird getestet, ob seine konvexe Hiille die Ebene CP kreuzt. Ist dies der
Fall, so ist ein Schnitt moglich und es muss entschieden werden, ob eine weitere Unterteilung nétig
ist. Um ein qualitativ hochwertiges Bild mit moglichst geringer Laufzeit und Speicherplatzverbrauch zu
erhalten, werden drei Verfeinerungskriterien beriicksichtigt:

e Silhouettenzugehdrigkeit: Wenn das untersuchte Subpatch zur Silhouette gehort, muss es weiter
verfeinert werden als innere Bereiche des Objektes. Ein Sehnendreieck eines Patches mit Normale
N gehort zum Silhouettenbereich, wenn gilt:

sil :=| N - Ry, |< &, 0<g<l1
wobei g die GroBe des Silhouettenbereiches spezifiziert.

e Kriimmung: Teile des Objektes mit starkerer Kriimmung benétigen eine feinere Unterteilung, um
glatt auszusehen. Statt einer exakten aber teuren Kriimmungsberechnung wird eine schnelle Ap-
proximation verwendet: Das betrachtete Subpatch mit seinem Sehnendreieck ALL,L3 wird zu-
nichst unterteilt, wodurch vier neue Sehnendreiecke mit drei neuen Limitpunkten L4, Ls, Lg ent-
stehen. Es sei cv der maximale Abstand zwischen einem neuen Limitpunkte L;, i = 4,5,6, und der
zugehorigen Kante des Sehnendreiecks ALjL,L3. Es sei

..a.
cv:i= max { ai—b-ﬂi },
i:1a2~,3 Bl'Bl
mit o = Lj—L,', j=1i+3
Bi = L(it1)moas—Li

€. > 0 spezifiziert das MaB fiir die Kriimmung. Wenn cv > &, ist, dann ist eine weitere Verfeinerung
des Subpatches notwendig.

e GroBe des Subpatches: Eine weitere Verfeinerung des aktuellen Subpatches ist nicht erforderlich,
wenn eine Unterteilung des Subpatches Sehnendreiecke liefert, die projiziert in die Bildebene /P
kleiner als die Pixelgrole werden. Um glatte Reflexionen zu erhalten, darf die maximale Grof3e
der projizierten Sehnendreiecke ein gegebenes Maximum nicht {iberschreiten.

Um alle Verfeinerunskriterien zu beriicksichtigen, werden ein kombiniertes €, sowie die Parameter min-
Size und maxSize verwendet. Der folgende Test kombiniert die Kriterien zur adaptiven Unterteilung:

if projected size of the patch on IP < minSize then
stop refinement,
else
if projected size of the patch on IP > maxSize then
further refinement necessary;
else
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if & < é€then
stop refinement,
else
further refinement necessary;
end if;
end if;
end if;

Entscheidet der Algorithmus, dass ein weiterer Unterteilungsschritt notwendig ist, dann wird das
aktuelle Patch unterteilt und {iberpriift, welche der neuen Subpatches schattiert sind. Diese schattierten
Subpatches werden, geordnet nach ihrem Abstand zum Strahlaufpunkt, in die Schattenliste eingetragen.
An dieser Stelle des Algorithmus erfolgt ein rekursiver Aufruf mit dem néchsten Element aus der Schat-
tenliste.

5.2.2.4.2 W-Fall

Es seien A und B Subpatches des Startpatches S. Im Beispielfall von Abbildung 5.48a nimmt der Al-
gorithmus nur B in die Schattenliste auf, obwohl Z5(A) N Ps(R) # 0 vorliegt und damit das Patch A
schattiert ist. Da das getestete Sehnendreieck T4 von A nicht schattiert ist, wird A jedoch nicht der Schat-
tenliste zugeordnet.

Nach der Zuordnung von B in die Schattenliste erfolgt im ndchsten Schritt der rekursive Aufruf fiir
das erste Element in der Schattenliste, im betrachteten Beispiel (siche Abbildung 5.48a) ist dies Patch
B. Wiederum wird getestet, ob die konvexe Hiille Kz von Patch B die Ebene CP kreuzt. Wurde der Test
erfolgreich absolviert, so unterteilt der Algorithmus B in die Subpatches By, B>, B3, B4. Im Allgemeinen
ist Ps(Tg) # Ui—1... 4 Ps(Tp,), somit kann der Schnitt zwischen G := Ps(Tp) \ Ui—1__4 Ps(Tp,) und
der Projektion des benachbarten Patches P (A) nicht leer sein. Dies ist der Fall, wenn die Projektion
des Strahls Z5(R) den Bereich J,_; 4 Ps(T(B;)) an seinen AuBenkanten verldsst und wieder eintritt.
Im Beispiel von Abbildung 5.48b verlisst Zg(R) den Bereich |,_ 1.4 Ps(T(B;) tiber die AuBenkante
von Tp, (dick markiert) und tritt {iber die AuBenkante von 7p, (dick gekennzeichnet) wieder ein. Im

Folgenden wird dieses Aus- und Eintreten des Strahles W-Fall genannt.

Bei einem W-Fall iiberquert die Projektion des Strahls &7g(R) ein unzugeordnetes Gebiet, im Bei-
spiel von Abbildung 5.48b ist das Gebiet zwischen Tp, und Tp, betroffen (schraffiert dargestellt). Dieses
unzugeordnete Gebiet ist Teil des projizierten benachbarten Patches A. Um diese Liicke zu schliefen, re-

0)

schattierte Sehnendreiecke:

[ ] Tiefe 1 [ Tiefe 2 [ unzugeordnetes Gebiet

Abbildung 5.48: W-Fall: Ein unzugeordnetes Gebiet tritt in Unterteilungstiefe 2 zwischen Tp, und 7p,
auf. Durch eine Reaktivierung des Patches A wird die Liicke geschlossen.
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aktiviert der Algorithmus Patch A und ordnet A der Schattenliste zu mit dem Zusatzvermerk aus W-Fall.
Im behandelten Beispiel enthilt die Schattenliste jetzt die Elemente B, A (W-Fall), B;.

Wenn im Verlauf des Algorithmus der rekursive Aufruf fiir A erreicht wird, fiihrt der Zusatzvermerk
W-Fall zu einem Uberspringen der Ausschlusstests fiir Patch A: Auf den Vortest, ob K4 Ebene CP kreuzt,
wird verzichtet. Ebenso entfillt eine Auswertung der drei Verfeinerungskriterien Silhouettenzugehorig-
keit, Kriimmung und PatchgroBe. Stattdessen wird A direkt unterteilt. Die resultierenden Subpatches von
A werden wieder reguldr weiter behandelt. Im Beispiel von Abbildung 5.48 sind A, A4, A3 schattiert
und werden der Schattenliste zugeordnet. Der Algorithmus fihrt mit der Untersuchung der Elemente der
Schattenliste unter Beachtung moglicher W-Fille fort. Das ShaoLin-Verfahren iiberquert somit immer ei-
ne geschlossene, tesselierte Fliche. Im behandelten Beispiel werden die Sehnendreiecke von By, Aj, A4,
A3 B; abgearbeitet, die auch im W-Fall eine geschlossene Fliache ergeben. Ein potentieller Schnittpunkt
kann somit nicht verloren gehen.

5.2.2.4.3 Schnittpunkttest

Wenn die Verfeinerungskriterien entschieden haben, dass fiir das aktuelle Subpatch keine weiteren Un-
terteilungen nétig sind, wird ein Schnittpunkttest mit dem aktuellen Subpatch durchgefiihrt. Dazu testet
der Algorithmus, ob ein Schnitt zwischen dem Sehnendreieck des Subpatches und dem Strahl R vorliegt.
Ist das betrachtete Subpatch ein Auflenpatch beziiglich des Startpatches S, so miissen zusétzlich die Au-
Benrandkurvenbereiche untersucht werden. Es sei VP eine Ebene mit Aufpunkt R,,, und Normale I_éd,-,.
Um die AufBenbereiche zu testen, werden die Bézier-Kontrollpunkte der AuBenrandkurve in die Ebene
VP durch eine Parallelprojektion entlang R; projiziert. Der Strahl R schneidet den AuBenrandbereich
nur dann, wenn R, innerhalb der konvexen Hiille der projizierten Bézier-Kontrollpunkte in V P liegt.

Schnittpunkttestbereich von S:

I:I Tiefe 1
I:I Tiefe 2
I:I Liickendreieck

Abbildung 5.49: Auf Schnittpunkt getestete Bereiche von S: Sehnendreiecke, konvexe Hiillen der Au-
Benrandkurven und Liickendreieck.

Hat der Algorithmus einen Schnittpunkt gefunden, so muss die dazugehdrige Normale berechnet
werden. Dazu werden die baryzentrischen Koordinaten (a B, }/) des Schnittpunktes beziiglich des un-
tersuchten Sehnendreiecks ALjL,L3 bestimmt. Es seien N 1, Nz, N3 die Normalen der Eckpunkte des
Sehnendreiecks. Dann ergibt sich die Normale des Schnittpunktes durch o - ‘N 1+ B Nz +7- N3.

Wenn der Schnittpunkttest keinen Schnittpunkt mit dem aktuellen Subpatch gefunden hat, fahrt der
Algorithmus mit der Untersuchung des nichsten Elementes in der Schattenliste fort. Wenn das nich-
ste getestete Subpatch eine andere Unterteilungstiefe als das zuletzt gepriifte Subpatch hat, kann eine
Liicke auftreten. Zum Fiillen dieser Liicke wird ein Liickenpolygon eingefiigt (siche Abbildung 5.49),
welches ebenfalls in den Schnittpunkttest involviert wird. Die Beriicksichtigung der Auflenrandbereiche
des Startpatches und die Uberpriifung der eingefiigten Liickenpolygone garantieren zusammen mit der
gewihlten Tesselierung eine geschlossene Flidche entlang des Strahls fiir den ShaoLin-Algorithmus.
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5.2.2.4.4 ShaoLin-Pseudocode

Der ShaoLin-Algorithmus erhélt als Parameter ein Startpatch patch, einen Strahl ray und die aktuelle
Unterteilungstiefe level, welche beim Aufruf des ShaoLin-Algorithmus auf Null gesetzt ist.

bool ShaoLin (patch, ray, level)
if control points of patch cross CP then
if further refinement necessary then
Subdivide patch;
Compute shadow and shadowlist,
for each shadow-patch; in the shadowlist do
if shadow-patch; was activated by w-case then
// shadow-patch; is not a subpatch of patch!
nextlevel=level,
else
nextlevel=level + 1,
end if;
if ShaoLin (shadow-patch;, ray, nextlevel) then
return true;
end if;
end for;
return false;
else
// intersection possible
if last tested level # level then
Insert gap polygon between
the different subdivision levels
if ray intersects gap polygon then
return true;
end if;
end if;
if ray intersects chord triangle then
return true;
end if;
if patch is outer patch & &
ray intersects its outer border curve area(s) then
return true;
end if;
end if;
else
// intersection not possible
return false;
end if;
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5.2.2.5 Untersuchung des Algorithmus

Um die korrekte Arbeitsweise des Algorithmus zu garantieren, miissen die folgenden Eigenschaften
erfiillt sein:

a) Die Projektion des Randkurvenbereiches entlang 7_"7’,1 in die Ebene TP liegt innerhalb des proji-
zierten Bounding-Volumes der Randkurve.

b) Ps(S) € Uiz1.23 Ps(H;) UTs

Zu Eigenschaft a): Bei der Verwendung eines reguldren Kontrollnetzes liefert die konvexe Hiille aus
den Bézier-Kontrollpunkten der Randkurve das gewiinschte Bounding-Volume (sieche Abbildung 5.42).
Im irregulédren Fall existiert im Allgemeinen keine solche Bézier-Kurve. Daher wird eine approximieren-
de Bézier-Kurve c(r) genutzt, welche die Eigenschaften P1 bis P3 (sieche Abschnitt 5.2.2.2) erfiillt. Die
Kontrollpunkte von ¢(#) dienen zur Bestimmung der konvexen Hiille und somit des Bounding-Volumes
der Randkurve. Da der Algorithmus lediglich die Projektion des Bounding-Volumes benétigt und keine
exakte Parametrisierung der Randkurve, ist die Verwendung der approximierenden Randkurve c¢(z) mit
ihren Kontrollpunkten eine gut funktionierende Heuristik. Andere Bounding-Volumes fiir die Randkurve
sind ebenfalls einsetzbar, beispielsweise kann die Randkurve geeignet abgetastet und vergrofert werden.

Zu Eigenschaft b): Die Anforderung b) ist fiir gebrduchliche Modelle erfiillt (siche auch Formel
(5.14)), die in einen herkdmmlichen Modellierungsprozess erzeugt wurden. Abbildung 5.50 veranschau-
licht ein Modell, das die geforderte Eigenschaft b) nicht erfiillt. Zur besseren Ubersicht zeigen die
Abbildungen 5.50 und 5.51, jeweils auf der linken Seite, einen Querschnitt des Modells. Die extre-
me Positionierung der Kontrollpunkte des Startpatches fiihrt zu einer Selbstiiberlappung der Projek-
tion von S auf die Ebene TP. Somit liegt s(H;) innerhalb von Z(S) und es gilt fiir dieses Patch
Ps(8) D Uiz125 Ps(Hi) UTs.

vk O /@S:IR3—>TP

B —

Abbildung 5.50: Spezialfall Eigenschaft b) ist nicht erfiillt, somit gilt P5(S) € U= 23 Ps(H;) U
T. Querschnitt durch das Modell (links) und auf Ebene TP projiziertes Modell (rechts) mit
Uiz123 Ps(H;) UT (schraffiert) befindet sich innerhalb &75(S) (grau gekennzeichnet).

Da sich innerhalb eines Patches keine scharfen Kanten befinden, fiihrt eine zunehmende Unterteilung
des Startpatches S zu lokal flacheren Kontrollnetzen und Subpatches. Es sei § ein Startpatch und A, j =
1,...,4! seine Subpatches in Unterteilungstiefe /. Wegen der Glattheit innerhalb eines Patches existiert
eine Unterteilungstiefe /, so dass nach / Unterteilungen von S keine Selbstiiberlappungen fiir die A ;, j =
1,...,4! bei der Projektion auf ihre zugehdrigen Ebenen TPy, vorliegen (sieche Abbildung 5.51). Somit
ist Z5,(Aj) CUiz123 Pa;(H;) UT; fiir jedes Patch A; erfiillt und der Algorithmus kann die Patches A;
als Startpatches verwenden.

Um zu tiberpriifen, ob Eigenschaft b) erfiillt ist, werden die Kontrollpunkte des Startpatches S in
seine Dreiecksebene T P projiziert. Bildet das projizierte lokale Kontrollnetz von S in T P einen planaren
Graph, so ist Eigenschaft b) sicher erfiillt. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, ein nicht-planares
Kontrollnetz kann ein Patch generieren, das Anforderung b) geniigt. Liegt ein nicht-planares Kontrollnetz
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TPy,
Py, IR — TPy,
>
Py, IRP — TPy, TPy,

TPy, TPy,

Abbildung 5.51: Spezialfall aus Abbildung 5.50 nach einem Unterteilungsschritt: Eine Unterteilung von
Startpatch S liefert die vier Subpatches Aj,...,A4. Im Querschnitt durch das Modell (links) sind die
beiden Subpatches A; und A, mit ihren dazugehérigen Ebenen TPy, and T Py, dargestellt. Die Projek-
tion der Subpatches (grau markiert, rechts) in ihre jeweilige Dreiecksebenen erfiillt die Anforderung
Paj(A)) CUim123 Pa;H)UTy, j=1,... 4.

in der Dreiecksebene vor, so wird S unterteilt und die Subpatches von § in ihren jeweiligen Dreiecks-
ebenen getestet. Der Vorgang wird rekursiv wiederholt, bis fiir die Subpatches ein planares projiziertes
Kontrollnetz vorliegt. Mit diesen Subpatches kann der ShaoLin-Algorithmus als Startpatches beginnen.
Der rekursive Prozess terminiert, da die Folge der Subpatches gegen eine glatte Fliche konvergiert.
Diese Uberpriifungsmethode von Eigenschaft b) ist jedoch mehr von theoretischem Interesse, da die
Anforderung b) in praktischen Modellen normalerweise immer erfiillt ist.

5.2.2.6 Optimierungen

Um den ShaoLin-Algorithmus zu beschleunigen muss iiberpriift werden, an welchen Stellen unnétige
Tests durchgefiihrt werden, die nichts zum korrekten Ablauf beitragen und somit vermieden werden
konnen.

Eine Optimierung kann beispielsweise durch die Beschrinkung der Schattierungstests erzielt wer-
den: Wenn nur ein Subpatch eines Patches schattiert ist, miissen die Auflenrandkurvenbereiche der Sub-
patches an der gegeniiberliegenden Kante des Patches nicht iiberpriift werden (sieche Abbildung 5.52).
Im Silhouettenbereich entfillt das Testen der AuBenrandkurvenbereiche komplett, da jeweils die hochst
mogliche Unterteilungstiefe des Objektes bei allen Patches in diesem Bereich erreicht wird. Somit liegt
im Silhouettenbereich eine geschlossene Fliache ohne Liickenpolygone vor.

Schattenliste:
1. 8§

schattierte Subpatches:

Tiefe 1

Abbildung 5.52: Optimierung beim Schattentest: Ist nur ein Subpatch schattiert (S;), so miissen die
AuBenrandkurvenbereiche auf der gegeniiberliegenden Kante (griin markiert) nicht getestet werden.
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5.2.2.7 Ubertragung auf Viereckskontrollnetze

Der ShaoLin-Algorithmus kann auf andere Unterteilungsflichentypen iibertragen werden, wenn der neue
Flachentyp die Voraussetzungen aus Abschnitts 5.2.2.5 erfiillt.

Um das ShaoLin-Verfahren zu nutzen, muss zunichst die Ebene TP fiir den neuen Flachentyp defi-
niert werden. Fiir einen Vertreter der Viereckskontrollnetz-Fliachen, wie z.B. Catmull-Clark- und ESubs-
Unterteilungsflichen, sei S das zu untersuchende Startpatch mit den Eckpunkten Li,...,L4. Die Ebe-
ne TP kann beispielsweise durch den Aufpunkt 1/4(L; + L, + L3 + L4) und die Normale 2?:0 AL; x
AL(; 1) moa 4 festgelegt werden. Die librigen bendtigten Ebenen und die Bounding-Volumes fiir die Rand-
kurven konnen basierend auf Abschnitt 5.2.2.2 bestimmt werden. Der Algorithmus arbeitet mit schat-
tierten Vierecken analog zu der in Abschnitt 5.2.2.4 beschriebenen Technik mit schattierten Dreiecken.
Die Vorgehensweise und die rekursive Schnittfindungstechnik sind fiir Loop- und Catmull-Clark- sowie
ESubs-Flichen gleich. Das ShaoLin-Verfahren ist im Rahmen einer Studienarbeit [Bod05] von Christian
Bode fiir Catmull-Clark-Unterteilungsflichen umgesetzt worden. Die Abbildungen 5.53 bis 5.56 zeigen
Beispiele fiir Catmull-Clark-Flachen, welche mit dem ShaoLin-Verfahren fiir Viereckskontrollnetze vi-
sualisiert wurden. Ein weiteres Beispiel fiir Unterteilungsflichen mit Viereckskontrollnetzen sind die
ESubs aus Kapitel 3. Im Rahmen einer Diplomarbeit [Jan05] wurde das ShaoLin-Verfahren fiir ESubs-
Unterteilungsflichen von Rafael Janetzek umgesetzt. Die Abbildungen 5.57 und 5.58 zeigen dazu Bei-
spiele.

Abbildung 5.53: Beispielszene fiir Catmull-Clark- Abbildung 5.54: Beispielszene fiir Catmull-Clark-

Unterteilungsflichen. Kopfmodell von Volker Sett- Unterteilungsflichen mit scharfen Kanten [Bod05].

gast, Schachfiguren von René Berndt. Freies Automodell von Viewpoint Animation Engi-
neering.
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5.2.2.8 Ergebnisse

Der ShaoLin-Algorithmus berechnet nur die Teile des Unterteilungsflichenobjektes, die an der Beleuch-
tungsrechnung teilnehmen. Die kameraabgewandten und verdeckten Patches, die von keinem Strahl wie
z.B. einem Schattenfiihler angeriihrt werden, sind somit vom Raytracingprozess ausgeschlossen. Kriti-
sche Flichenteile, bei denen eine grobe Tesselierung sichtbar wird wie z.B. stark gekriimmte Flichen-
teile, Silhouettenbereiche und kameranahe Gebiete, werden zur Verbesserung der Bildqualitéit besonders
fein tesseliert. Zu starke Verfeinerungen von Flidchenteilen unter PixelgroBe werden verhindert. Ebenso
wird auf eine ausreichende Verfeinerung geachtet, die beispielsweise fiir glatte Reflexionen wichtig ist.
Das ShaoLin-Verfahren nutzt auf diese Weise die Rechenleistung und den Speicherplatz effizient zur
Generierung eines Bildes in optimaler Qualitit.

Abbildung 5.55: Beispielszene fiir Catmull-Clark- Abbildung 5.56: Beispielszene fiir Catmull-
Unterteilungsflichen mit 706 Faces im Ausgangs- Clark-Unterteilungsflichen mit 12336 Faces im
kontrollnetz [BodO5]. Ausgangskontrollnetz [Bod05].

Abbildung 5.57: Beispielszene fiir ESubs mit uni- Abbildung 5.58: ESubs mit nicht-uniformen Kno-
formen Knotenintervallen [Jan05] und 5140 Faces tenintervallen, nicht-konformen Faces und Special
im Ausgangskontrollnetz. Features [Jan05].
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5.2.2.8.1 Visuelle Ergebnisse

Um die adaptive Arbeitsweise des Algorithmus zu veranschaulichen, wurde eine Szene als Untertei-
lungstiefenkarte gerendert (sieche Abbildung 5.59). Die Farbe jedes Pixels gibt die Unterteilungstiefe des
Schnittpunktes an. Die Schnittpunkte mit der Fliche resultieren aus den Sehstrahlen und den Schatten-
fiihlern. Aus Ubersichtsgriinden wurde auf eine Einfirbung der Schnittpunkte der reflektierenden und
transmittierenden Strahlen verzichtet. Abbildung 5.59 verdeutlicht den hoheren Verfeinerungsgrad im
Silhouettenbereich und in den stirker gekriimmten Fldchenteilen des Objektes. Die iibrigen inneren, fla-
chen Objektteile sind in geringerer Unterteilungstiefe dargestellt. Auch bei den Schattenfiihlern wird
adaptiv verfeinert, die Schattensilhouette in Abbildung 5.59 ist deutlich feiner unterteilt als innen liegen-
de Schattenbereiche.

Unterteilungstiefe:
B! 02 B3 04 [ 15 16 M7 [ kein Schnittpunkt

Abbildung 5.59: Unterteilungstiefenkarte (links) und Originalbild (rechts) einer Szene: Adaptiv verfei-
nerte Unterteilungsfliche durch Sehstrahlen und Schattenfiihler. Modell von Matthias Richter.

Abbildung 5.60: Vollkommen spiegelnde Unterteilungsflache. Trotz adaptiver Verfeinerung sind die
Reflexionen glatt. Modell von Matthias Richter.
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Um die Glattheit der adaptiv tesselierten Fldche zu testen, wurde ein vollkommen spiegelndes Un-
terteilungsflaichenobjekt in einem Streifenzylinder visualisiert (siche Abbildung 5.60). Die reflektierten
Streifen zeigen auf dem Unterteilungsflichenobjekt einen glatten Verlauf an, welches Riickschliisse auf
eine glatte Oberflache zuldsst. Special Features konnen ebenfalls mit dem ShaoLin-Algorithmus bear-
beitet werden, wie z.B. in Abbildung 5.61 zu sehen.

Abbildung 5.61: Beispiel fiir Unterteilungsflachen mit Special Features. Im Objekt rechts sind die Kon-
trollpolygone der Randkurven der Startpatches eingezeichnet. Fiir ein Startpatch ist die Ebene TP dar-
gestellt (gelb markiert). Modell von Torsten Techmann.

5.2.2.8.2 Laufzeit und Speicherplatzverbrauch

Fiir die Messreihen dieses Abschnitts wurde ein Pentium IV mit Intel 845 Chipset, 1.7 GHz und 1 GB
RAM genutzt. Das ausfiihrbare Programm wurde mit dem Microsoft Visual C++ 6.0 Compiler unter
Windows 2000 gebildet.

Als Testszenen dienten eine einfache Szene mit 268 Faces im Ausgangskontrollnetz (Frogship, siehe
Abbildung 5.59, rechts), eine Szene mit 5756 Faces im Ausgangskontrollnetz (Col-Henge, siehe Abbil-
dung 5.62) und eine groBere Szene mit 10328 Faces im Ausgangskontrollnetz (Eggs’n’Bunnies, siehe
Abbildung 5.63).
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Abbildung 5.62: Testszene Col-Henge mit 5756 Abbildung 5.63: Testszene Eggs’n’Bunnies mit
Faces im Ausgangskontrollnetz. Modell von Matt- 10328 Faces im Ausgangskontrollnetz. Modell:
hias Richter. Stanford Bunny.



5.2. PHOTOREALISTISCHE DARSTELLUNG 121

Um das ShaoLin-Verfahren besser einordnen zu konnen, wurden die Testszenen mit zwei weiteren
Methoden geraytraced. Bei dem ersten Algorithmus, einem uniformen Verfahren, wird die Unterteilungs-
flache in einer festgelegten Tiefe tesseliert sobald das Bounding-Volume des Objektes von einem Strahl
getroffen wird. Die zweite Methode ist ebenfalls ein adaptives Verfahren, welches auf Woodwards An-
satz basiert (siche Abschnitt 5.2.2) und im Folgenden A3 (another adaptive approach) genannt wird. Der
Algorithmus A3 verwendet die gleichen Verfeinerungskriterien wie das ShaoLin-Verfahren, womit eine
bessere Vergleichsmoglichkeit gegeben ist. Die Parameter Kombiniertes €, maxSize und minSize der
adaptiven Methoden bieten dem Benutzer eine Vielzahl von Variationsmoglichkeiten in der Bildqualitét.
Eine Auswahl davon ist in den folgenden Tests verwendet worden. In den Tabellen 5.2 bis 5.4 ist fiir
jede Testszene die Tiefenverteilung der Schnittpunkte beziiglich eines gegebenen &€ Wertes aufgelistet.
Die Abbildungen 5.64 bis 5.66 prisentieren die benotigte Laufzeit fiir jede Testszene mit den gegebe-
nen Parametern und den unterschiedlichen Verfahren. Tabelle 5.1 zeigt den Speicherplatzbedarf fiir die
jeweiligen Verfahren.

Bei kleinen Testszenen mit Objekten von geringer Faceanzahl spielen die Vorteile des adaptiven
Verfahrens eine untergeordnete Rolle. Mit steigender Komplexitit der Szene treten die Vorteile des ad-
aptiven ShaoLin-Algorithmus in den Vordergrund: Durch die adaptive Vorgehensweise kann die Anzahl
der berechneten Faces im Gegensatz zum uniformen Verfahren unter Beibehaltung der Bildqualitéit deut-
lich reduziert werden. Somit kann beim ShaoLin-Verfahren die Laufzeit verringert und Speicherplatz
eingespart werden. Dieser Performancegewinn {iibersteigt die zusitzlichen Kosten, die beim adaptiven
ShaoLin-Verfahren auftreten, bei weitem. Unter zusitzliche Kosten im Vergleich zur uniformen Tesse-
lierung fallen beispielsweise die Auswertung der Verfeinerungskriterien.

Das exponentiellen Wachstum der Faceanzahl beim Unterteilen fiihrt bei der uniformen Tesselierung
zu einem hohen Bedarf an Speicherkapazitit. Bei Raytracern, welche nicht auf das Rendern von gro3en
Dreiecksmengen spezialisiert sind, fiihrt dies zu Problemen in der Ausfiihrung. Testszene Eggs’n’ Bunnies
konnte beispielsweise vom verwendeten Raytracer MRT in uniformer Tiefe 4 nicht mehr dargestellt wer-
den.

Der weitere adaptive Ansatz A3 liefert auf Grund der gleichen Verfeinerungskriterien eine dhnli-
che adaptive Verfeinerung wie der ShaoLin-Algorithmus. Der Speicherplatzverbrauch ist somit addquat
zum ShaoLin-Verfahren. Der A3-Algorithmus ist jedoch deutlich langsamer als die ShaoLin-Methode,
welches auf die Methodik des A3-Verfahrens mit seinen gro3eren Bounding-Volumes in der Ebene V P
zuriickzufiihren ist.

ShaoLin | uniform | uniform | uniform | uniform | uniform

Tiefe 3 Tiefe 4 | Tiefe 5 Tiefe 6 | Tiefe 7

Frogship 83M 24M 48M 140M 495M | 1635M
Col-Henge 491M 189M 690M — — —

Eggs’n’Bunnies 1499M | 1090M — — — —

Tabelle 5.1: Speicherplatzbedarf fiir das ShaoLin-Verfahren (¢ = 0.01) und fiir den uniformen Ansatz.



122 KAPITEL 5. VISUALISIERUNG

komb. || Durchschnitts- Schnittpunkte in Unterteilungstiefe

€ tiefe 0-1 2 3 4 5 6 7
0.005 4.74 0 0] 960| 78606 | 118007 | 17546 | 3199
0.010 4.32 0 0| 7260 | 143327 | 58230 | 8026 | 1413
0.020 4.10 0 0| 24309 | 149340 | 37668 | 3876 | 443
0.040 3.98 0] 6038697 |140984 | 31456 | 1635| 170
0.080 3.94 0] 668 |41568 | 139241 | 29147 707 30
0.200 3.92 01163 |42603 | 138283 | 28135 305 11
0.500 3.92 01234 | 42812 | 138087 | 27739 218 0

Tabelle 5.2: Anzahl der Schnittpunkte pro Unterteilungstiefe fiir die Testszene Frogship (minSize=2
Pixels, maxSize=12 Pixels).

T T T ; :
ShaolLin. —+—
800 in
Uniform, level 7 -~
i Uniform, level 6 |
700 Uniform, level 5 —————
600 r Uniform, level 3 -
R Uniform, level 2 -
T Uniform, level 1~
o 500 "X Uniform, level 0 4
2 400 - rogship |
=
300 |
200 |
o N | |
0.005 0.01 0.02 0.04 0.08 0.2 0.5

Combined Epsilon

Abbildung 5.64: Laufzeitmessung fiir Testszene Frogship in Auflésung 800 x 800.
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komb. || Durchschnitts- Schnittpunkte in Unterteilungstiefe

€ tiefe 0-1 2 3 4 5 6 7
0.005 4.26 0 366 | 43581 | 406663 | 125442 | 32905 | 3434
0.010 3.89 0] 3749196371 | 335172 | 82529 |23545 | 1366
0.020 3.57 0| 260663 |324712|210037 | 62414 |18109 | 615
0.040 3.26 0] 138635 1298292 | 152784 | 53122 | 15835 | 338
0.080 3.06 01232187 1221692 | 129657 | 48624 | 15207 | 248
0.200 2.98 0]267544 | 186845 | 115271 | 47336 | 15055 | 204
0.500 2.96 01274966 | 176705 | 112317 | 47033 | 15039 | 195

123

Tabelle 5.3: Anzahl der Schnittpunkte pro Unterteilungstiefe fiir die Testszene Col-Henge (minSize=2

Pixels, maxSize=12 Pixels).

2000 T T T T T
ShaoLin —+—
A3 -
Uniform, level 4 -----------
. Uniform, level 3
X Uniform, level 2 ------
1500 g
Uniform, level 0 -~~~
ol
o X
‘o 1000 F Col-Henge 8
|_
500 .
— N
S |
O 1 1 I 1 1
0.005 0.01 0.02 0.04 0.08 0.2 0.5

Abbildung 5.65: Laufzeitmessung fiir Testszene Col-Henge in Auflosung 800 x 800.

Combined Epsilon
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komb. || Durchschnitts- Schnittpunkte in Unterteilungstiefe

€ tiefe 0-1 2 3 4 5 6 7
0.005 4.48 0| 5671119254 262671 | 274859 | 103913 | 6074
0.010 4.32 0127545117212 | 299910 | 245126 | 84493 | 2089
0.020 4.24 0143791 | 104466 | 322688 | 223068 | 76369 | 511
0.040 4.19 0148299 | 121455 | 308671 | 216631 | 73181 | 196
0.080 4.16 0149585 | 132244 1296500 | 214256 | 71473 | 43
0.200 4.13 0]69865 | 117587 | 293285 | 212855 | 70949 9
0.500 4.12 0174910112192 | 292307 | 212612 | 70600 4

Tabelle 5.4: Anzahl der Schnittpunkte pro Unterteilungstiefe fiir die Testszene Eggs’n’Bunnies (minSi-
ze=2 Pixels, maxSize=20 Pixels).

2500 F . ' ' ShaoLin —+— -
T A3
" Uniform, fevel 3 —-—
Un;form, level 2
2000 | Uniform, level 1 -~ |
'g 1500 R
© Eggs N’ Bunnies
£
'_
1000 B
i e e A e ;
500 o 4
O 1 1 1 1 1
0.005 0.01 0.02 0.04 0.08 0.2 0.5

Combined Epsilon

Abbildung 5.66: Laufzeitmessung fiir Testszene Eggs’n’Bunnies in Auflosung 800 x 800.



Kapitel 6

Zusammenfassung
und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

NURBS sind im Industriedesign die Standardflichen zum Modellieren von Freiformflichen. Mit den
Vorteilen einer flexibleren Topologie und den interessanten Modellieroptionen durch Special Features
sind Unterteilungsflichen jedoch zu einer attraktiven Alternative geworden.

In der vorliegenden Dissertation wurde eine neue, erweiterte Unterteilungsflache (ESubs) entwickelt
und implementiert, um die Vorteile von NURBS- und Catmull-Clark-Fldchen nutzen zu konnen. ESubs
verarbeiten eine beliebige zwei-mannigfaltige Topologie und besitzen ein Unterteilungsschema analog
zu Catmull-Clark-Flichen. Das Kontrollnetz einer ESubs-Fliche enthélt zusétzlich Knotenintervallwer-
te auf allen seinen Kanten. Da ESubs eine Verallgemeinerung von Catmull-Clark- und NURBS-Flidchen
sind, konnen sowohl Catmull-Clark- als auch bikubische NURBS-Flachen mit ESubs dargestellt werden.
Bei uniformen Knotenintervallen liefert der ESubs-Regelsatz eine Catmull-Clark-Fliache. Unter Verwen-
dung einer reguldren Topologie im Viereckskontrollnetz mit gleichen Knotenintervallen auf gegeniiber
liegenden Kanten eines Faces (konkorme Faces) resultiert eine bikubische NURBS-Fliche. Die Knoten-
intervalle auf den Kanten des ESubs-Kontrollnetzes repriasentieren dann die beiden Knotenintervallvek-
toren der NURBS-Fliche. Liegen in einem Kontrollnetz mit beliebiger Topologie nur konforme Faces
vor, so sind die ESubs stationdr. Ohne Einschriankungen sind die ESubs-Fldchen im Allgemeinen nicht-
uniform und nicht-stationér.

Eine Modifikation der Knotenintervalle ist moglich, womit beispielsweise Special Features zu erzie-
len sind. Special Features werden mit Unterteilungsflichen herkdmmlicherweise iiber eine Erweiterung
des Regelsatzes realisiert. Dieses Verfahren wurde auf die ESubs {ibertragen und um nicht-uniforme
Knotenintervalle erweitert. Somit bieten die ESubs eine breite Palette von Moglichkeiten an, Akzente
und Features im Modell zu setzen.

Der Regelsatz der ESubs basiert auf den NURBS- und Catmull-Clark-Regeln. Um den Regelsatz
einer neuen Unterteilungsflache zu erhalten, werden iiblicherweise zunéchst die Unterteilungsregeln in
Abhingigkeit der gewiinschten Eigenschaften spezifiziert. Aus den Unterteilungsregeln wird die Unter-
teilungsmatrix S bestimmt, woraus mit Hilfe einer Eigenanalyse von S die Limitpunktregeln berechnet
werden konnen. Fiir nicht-stationdre Unterteilungsschema kann dieses herkdmmliche Verfahren jedoch
nicht angewendet werden, da sich die Unterteilungsmatrix S bei jedem Unterteilungsschritt dndert. Da-
her wurde ein neues Verfahren entwickelt, um fiir nicht-stationédre Unterteilungsflichen den Regelsatz
mit Limitpunktregeln zu bestimmen. Limitpunktregeln sind fiir eine Vielzahl von Anwendungen in der
adaptiven Visualisierung sowie im CAD-Bereich unabdingbar. Durch die Verfiigbarkeit von Limitpunkt-
regeln ist ein sinnvoller Einsatz der Flidche in der Praxis erst moglich. ESubs sind die einzigen Unter-
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teilungsflichen im Bereich Verallgemeinerung von Catmull-Clark- und bikubische NURBS-Flichen, die
Limitpunktregeln anbieten.

Bei der Herleitung des ESubs-Regelsatz wird zwischen den Regeln fiir reguldre und irregulire Topo-
logien unterschieden. Im regulidren Flichenbereich erhilt jeder Vertex zwei lokale Knotenintervallvek-
toren, die aus den Knotenintervallen auf den Kanten des Kontrollnetzes bestimmt werden. Aus diesen
lokalen Knotenintervallvektoren des Vertex lassen sich die lokalen Bézier-Kontrollpunkte rund um den
Vertex analog zu den NURBS-Flidchen berechnen. Die Bézier-Kontrollpunkte dienen als temporire Va-
riablen zur Berechnung der neuen Face- und Kantenpunkte. Der Limitpunkt eines Vertex wird mit Hilfe
der NURBS-Limitpunktregeln aus der 1-Nachbarschaft des Vertex und seinen beiden Knotenintervall-
vektoren festgelegt. Der neue Vertexpunkt wird aus den umgebenen neuen Face- und Kantenpunkten
sowie seinem Limitpunkt bestimmt. Somit wird sichergestellt, dass der neue Vertexpunkt gegen sei-
nen festgelegten Limitpunkt konvergiert. Fiir die irreguldren Vertices und ihre 1-Nachbarschaft werden
die Catmull-Clark-Unterteilungsregeln benutzt. Als Limitpunktregel in den irreguldren Vertices werden
ebenfalls die Catmull-Clark-Limitpunktregeln verwendet. Damit liegt ein vollstandiger Regelsatz vor,
der die gewiinschten Flidcheneigenschaften erfiillt.

Bei Verwendung positiver Knotenintervalle ohne Special Features sind ESubs C'-stetig an den ir-
reguliren Punkten und C?-stetig im iibrigen Bereich der Fliche mit Ausnahme des Randes der nicht-
konformen Faces. Numerische Tests lassen jedoch mindestens G'-Stetigkeit im Randbereich der nicht-
konformen Faces erwarten.

Angelehnt an den Modellierungsprozess von NURBS- oder Catmull-Clark-Fldchen konnen Modelle
fiir ESubs auf gleiche Weise neu generiert werden. Weiterhin bieten ESubs die Moglichkeit, bestehen-
de Catmull-Clark-Modelle nutzen zu konnen. Getrimmte NURBS-Modelle stehen ebenfalls nach einer
Konvertierung mit gegebener Abweichungstoleranz als ESubs-Modell zur Verfiigung. Die konvertierten
Modelle konnen in einem erginzenden Verarbeitungsschritt mit den erweiterten Optionen der ESubs-
Flachen modifiziert werden. Mit den ESubs steht somit eine Fldche zur Verfiigung, welche die Vorteile
von NURBS- und Unterteilungsflichen vereint und in den Einsatzbereichen beider Flachentypen genutzt
werden kann.

Der zweite Themenschwerpunkt der vorliegenden Arbeit behandelt die adaptive Visualisierung von
Unterteilungsflachen. Dabei werden nur die Teile der Unterteilungsfliche in addquater Tiefe berechnet
und dargestellt, die an der Beleuchtungsrechnung teilnehmen und zur Verbesserung des Bildes beitra-
gen. Dieser adaptive Ansatz wurde konsequent sowohl bei der interaktiven als auch bei der photorealisti-
schen Visualisierung umgesetzt. Die entwickelten Verfahren liefern qualitativ hochwertige Bilder unter
effizienter Nutzung der Rechenleistung und des Speichers, wobei bei der interaktiven Darstellung der
Schwerpunkt auf einer hohen Framerate und bei der photorealistischen Visualisierung der Fokus auf
einem hochwertigen Bild liegt.

Bei der interaktiven Darstellung erhilt jedes Patch Bild fiir Bild eine geeignete Unterteilungstiefe zu-
geordnet. Der Klassifizierungsalgorithmus wertet dabei die Kriimmung des Patches, die projizierte Grofie
und die Silhouettenzugehorigkeit des Patches aus. Da bei der interaktiven Visualisierung eine moglichst
schnelle Bearbeitung Vorrang hat, wird eine effiziente Approximation der Entscheidungskriterien einge-
setzt. Die patchweise Tesselierung des Ausgangskontrollnetzes wird mit Hilfe einer speziellen Daten-
struktur (Slates) durchgefiihrt, welche das Ausgangskontrollnetz unverdndert ldsst. Die Slates besitzen
eine statische Grofle und sind unabhingig von der Grofle des Ausgangskontrollnetzes. Die berechneten
Limitpunkte konnen zwischengespeichert werden, um eine Beschleunigung zu erzielen. Eine Framera-
tenkontrolle ist durch eine dynamische Verschiebung der zugeordneten Unterteilungstiefen realisiert, die
so genannte Simulator Sickness kann somit vermieden werden. Das Verfahren wurde fiir Dreiecks- und
Viereckskontrollnetze entworfen und fiir Loop- und Catmull-Clark-Unterteilungsflachen implementiert.
Das Verfahren zur interaktiven Darstellung von Unterteilungsflichen ist bestens geeignet fiir den Einsatz
in einem Szenengraphsystem und wurde daher in das Szenengraphsystem OpenSG integriert.
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Um Unterteilungsflichen photorealistisch darzustellen, wurden neue Methoden in das Softwaretool
Modular Rendering Tool (MRT) des Instituts fiir ComputerGraphik der TU Braunschweig integriert. Zur
Visualisierung von Unterteilungsflichen mittels Radiosity wurde das bestehende Verfahren im MRT um
den Objekttyp Catmull-Clark-, ESubs- und Loop-Unterteilungsflache erweitert. Die adaptive Verfeine-
rung resultiert aus der hierarchischen Radiosity-Berechnung in Abhingigkeit des Energieaustausches der
Patches. Zum adaptiven Raytracen von Unterteilungsflichen wurde in dieser Arbeit ein neues Verfahren
(ShaoLin-Algorithmus) entwickelt und implementiert. Schneidet ein zu testender Strahl den Hiillkorper
eines Patches, so startet der ShaoLin-Algorithmus. Das Verfahren arbeitet hauptsidchlich zweidimensio-
nal in einer Ebene, die durch die Eckpunkte des Patches definiert ist. Dabei wird der ,,Schattenwurf*
des Strahls in der Ebene verfolgt, welcher als Parallelprojektion entlang der Ebenennormale definiert
ist. Wirft ein Strahl einen Schatten auf das Patch und ist der Strahl nahe genug am Patch, so ist ein
Schnittpunkt moglich. Das Patch wird dann rekursiv entsprechend den Verfeinerungskriterien Kriim-
mung, Silhouettenzugehorigkeit und PatchgroB3e unterteilt bis entweder ein Schnittpunkt gefunden wurde
oder auszuschlieBen ist, dass ein Schnittpunkt existiert. Das Verfahren ist robust sowie effizient und kann
beispielsweise auch fiir eine einfache Kollisionserkennung und fiir eine interaktive Auswahl eingesetzt
werden.

6.2 Ausblick

Unterteilungsflachen sind hauptsiichlich in Modellierungspaketen wie z.B. Maya, Cinema4D vertreten.
Im Industriedesign-Bereich sind sie allerdings bislang nicht in Erscheinung getreten. Mit den ESubs ste-
hen dem Modellierer nun Optionen zur Verfiigung, die iiber die Moglichkeiten einer Catmull-Clark- und
NURBS-Fldche hinausgehen und somit einen weitgeficherteren Einsatz erlauben. Komplexe Modelle
konnen mit einem zusammenhingenden Kontrollnetz erzeugt werden, lokale Verfeinerungen sind eben-
so moglich wie der Einsatz einer beliebigen zwei-mannigfaltigen Topologie. Ein Trimmen der Fldche
ist zur Modellierung komplexer Objekte nicht notwendig, womit auch die komplette Problematik des
Trimmvorganges entfillt. Zur Modellerzeugung stehen die Standard-Modelliervorgiinge von NURBS-
und Catmull-Clark-Flachen zur Verfiigung: Beispielsweise kann eine ESubs-Flidche durch eine Rotation
einer NURBS-Kurve gewonnen werden sowie durch diverse Kontrollnetzoperationen wie Extrude, Split-
Face, Edge-Flip, die eine flexible Topologie verlangen. ESubs sind auch im Industriedesign vielseitig
verwendbar: Zum Beispiel konnen nicht-uniforme Flachenstiicke problemlos im Modell eingefiigt wer-
den. Individuelle Akzente sind im Modell durch eine Reihe von Special Features ebenfalls auf einfache
Weise zu realisieren. Eine Integration der ESubs in komplexe Modellierungssysteme im CAD-Umfeld
ist eine sinnvolle Nutzung und Erweiterung der vorliegenden Arbeit.

Abbildung 6.1: Modellierung mit ESubs.
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NURBS-Modelle bestehen im Allgemeinen aus mehreren getrimmten NURBS-Patches, welche ei-
ne Zerlegung einer Zusammenhangskomponente bilden. Abbildung 6.2 zeigt ein solches Objekt, das
aus 40 getrimmten Patches besteht. Die Handhabung eines solchen Objektes ist problematisch: Model-
lieroperationen, Texturierung und Tesselierung miissen beispielsweise geeignet auf alle einzelnen Teile
des Modells iibertragen werden. Weiterhin produziert die Tesselierung des Objektes im Trimmbereich
keine gleichmiéBigen Dreiecksnetze. ESubs besitzen die Eigenschaften bikubische NURBS-Flichen dar-
zustellen und beliebige zwei-mannigfaltige Topologie verwenden zu konnen. Damit konnnte aus diesem
Satz von getrimmten NURBS-Patches ein zusammenhingendes ESubs-Modell unter Einbeziehung einer
gegebenen Abweichungstoleranz generiert werden. Ein solches zusammenhingendes ESubs-Modell ver-
einfacht die Modellierung und Texturierung deutlich. Die komplette Problematik des Trimmings entfallt
und die Tesselierung der Fliche liefert somit ein gleichméBigeres Dreiecksnetz.

- 5

Abbildung 6.2: Texturiertes NURBS-Modell (rechts), bestehend aus 40 getrimmten Patches. Die 40 ge-
trimmten Patches bilden eine Zerlegung einer Zusammenhangskomponente und sind iiber ihre Trimm-
kurven miteinander verbunden. Die Nachbarschaften der Patches und ihre Trimmkurven in ihrem Pa-
rametergebiet sind links dargestellt. Modell von Volkswagen AG, Nachbarschaftsgraph von Christoph
Fiinfzig.
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Aufbauend auf die ESubs aus dieser Dissertation kann eine neue Kombiflache aus NURBS- und Un-
terteilungsflachen erarbeitet werden, die ihren Schwerpunkt von Unterteilungsflichen auf parametrische
Flachen verlagert. Die giinstigen Eigenschaften von NURBS- und Unterteilungsflachen konnten in der
neuen Kombiflache zur Verfiigung stehen und ebenso wie bei den ESubs ein breites Einsatzspektrum
in Industrie und Forschung erméglichen. Die ESubs orientieren sich in Aufbau und Herleitung an den
Unterteilungsflichen. Bei der neuen Kombifldche sollten hingegen die parametrischen Flachen im Mit-
telpunkt stehen und die Konstruktion der Fliache vorgeben. Analog zu den NURBS-Flichen sollte eine
patchweise Parametrisierung gegeben sein, die eine exakte Auswertung an beliebigen Parameterwerten
ermoglicht. Die gewohnte Flexibilitdt in der Modellierung mit Unterteilungsflaichen wire auch bei die-
ser neuen Kombiflache wiinschenswert: Der Anwender sollte auf eine beliebige Topologie und Special
Features zuriickgreifen konnen. Ebenso wie bei den ESubs konnten bei dieser neuen Kombiflache biku-
bische NURBS-Flidchen identisch dargestellt werden sowie mit den Modellieroptionen der neuen Fliche
weiter bearbeitet werden.

Eine vielversprechende Weiterentwicklung der vorliegenden Arbeit ist die Integration der ESubs
in einen industriellen Fertigungsprozess. In einem zukunftsorientierten Ansatz konnte der komplette
Modellierungs- und Vorverarbeitungsvorgang im Rechner ablaufen. Beispielsweise kann eine Auto-
konsole in einer Cave analog zum Modellieren mit einem echten Tonmodell erstellt werden: Uber ein
Trackingsystem sind die Bewegungen des Modellierers in der Cave am Freiformflichenmodell umzuset-
zen, so dass der Designer sein bearbeitetes Modell interaktiv formen kann. Mit den ESubs stehen dem
Designer dabei Werkzeuge aus der NURBS- und Unterteilungsflichenmodellierung zur Verfiigung. Ar-
beiten im Bereich Haptik verstdrken die Realititsndhe und erleichtern die Modellierung in einer virtuel-
len Umgebung. Durch den Einsatz der virtuellen Modellierung steht das Modell den iibrigen Teilnehmern
des Fertigungsprozesses unmittelbar zur Verfiigung. Ein frithzeitiges Eingreifen und eine Korrektur des
Modells durch alle Teilnehmer ist auf einfache Weise moglich. Es steht zudem eine Kommunikations-
plattform zur Verfiigung, die den sequentiellen Verarbeitungsprozess in einen parallelen teamorientierten
Ansatz umwandelt. Durch den schnelleren Bearbeitungsprozess sind extreme Kosteneinsparungen zu er-
warten, ebenso triagt die Wiederverwendung der virtuellen Modelle zur Kostensenkung bei.

Die entwickelten Konzepte der vorliegenden Arbeit bieten somit eine solide Basis fiir vielfiltige
Anwendungen im Bereich Modellierung und Visualisierung mit Unterteilungsflichen.
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Anhang A

Ergianzungen zum Konvergenzbeweis

Um zu zeigen, dass Kontrollpunkt Py fiir n — o gegen L konvergiert, ist Lemma 3 notwendig. In diesem
Anhang wird Lemma 3 detailliert bewiesen und nochmal aufgefiihrt. Damit liegt der Konvergenzbeweis
von Satz 3 vollstindig vor.
Lemma 3. Es sei Pg ein Punkt des Ausgangskontrollnetzes M® und PP, i =1, ... ,8 seine I-Nachbarschaft.
Punkt Py bezeichnet den n-fach unterteilten Vertex P(()), erhalten mit dem ESubs-Regelsatz. Die [-Nachbar-
schaft von Py in Tiefe n erzeugt mit dem ESubs-Regelsatz sei P{', i =1,...,8. Die Punkte, die mit den
NURBS-Unterteilungsregeln aus P}', i =0, ...,8, n > 0, und den Knotenvektoren K, Ké’ von Py generiert
werden, seien R?H, i=0,...,8. D" sei der Konvergenzradius von Py aus Definition 8.

Dann ist ]R;’H — Pl-”Jrl ,i=0,...,8 n >0, beschriinkt und es existiert fiir jedes i = 0,...,8 eine
Konstante H;, unabhdngig von der Unterteilungstiefe n, so dass gilt:

by dy g
al a) as ay
L J @ L J

Pn [I’I [I’I Pn Pn

5| 155 25 2 6

n u
u u
I Il
55R “25R

n ’ ’ n n

by I dy 83

s " I5R =

n n _n
115 1()5.R o [05

. S"I S"I . .
€1 P/' @ 1k €2 0re®|P} €3 Pyl ¢4
St So
by dy 8
C1 %) Cc3 C4
L J @ L J
Py P} P
by df 4

Abbildung A.1: Aus den Punkten P/, i = 0,...,8 sind mit Hilfe des ESubs-Regelsatzes die Punkte Pi”+1,
i=0,...,8 (griin dargestellt) generiert worden. Unter Verwendung der NURBS-Unterteilungsregeln mit
den Knotenvektoren von P} ergeben sich die Punkte R;"H, i=0,...,8 (rot markiert).
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Beweis Lemma 3:

Aus der Definition des ESubs-Regelsatzes folgt unmittelbar, dass in jeder Unterteilungstiefe n die Be-
rechnung von L den gleichen Punkt ergibt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei L der Nullpunkt,
damit gilt D" > |P"|,i=0,...,8.

Zum Beweis des Lemmas wird die Notation aus Abbildung A.1 verwendet: Die Punkte Pg‘“ und
RSH sind die neuen Vertexpunkte; Pl”‘H, P2”+1, P3”+1, Pf“ und R’l"H, Rg“, R’3’+1, RZH bezeichnen die
neuen Kantenpunkte; PS"H, Pg‘“, P7"+1, Pg‘“ und Rg’“, RZH, R;’H, Rg’“ sind die neuen Facepunkte.
Die Abstandsabschitzung wird fiir den Vertexpunkt |R8Jrl — Pg+1| sowie exemplarisch fiir den Kanten-
punkt [R{™! — P! und den Facepunkt |[RZ™ — P2!| durchgefiihrt. Die iibrigen Abschitzungen fiir die
Kantenpunkte i = 2,3,4 sowie die Facepunkte i = 6,7, 8 laufen analog.

Abstandsabschitzung fiir Facepunkte:

Fiir den ESubs-Facepunkt Pan und fiir den Facepunkt R’S"H, erzeugt mit dem NURBS-Regelsatz, gilt
(siche Abbildung A.1):

Psn+l = “(Ips + Ifs + Iss + I5s)

=

1
R = - (Ios g +1is g + 155 g + o5 )

N

wobei [, die inneren lokalen Bézier-Kontrollpunkte der ESubs in Unterteilungstiefe n sind (siche Ab-
schnitt 3.3.1). Mit IZ@ z werden die reguldren inneren Bézier-Kontrollpunkte in Tiefe n bezeichnet, zu
deren Berechnung die beiden Knotenvektoren von Fj zugrunde gelegt werden. Der Abstand zwischen
dem NURBS-Facepunkt Rg‘“ und dem ESubs-Facepunkt PS”+l ist somit:

“(Ips +1is + Iss + I3s)

N

Ry —PSH = |2 (s g+ s g+ 55+ s ) —

1
< 1 (|15 g — Ios| + s g — Iis| + |55 g — I55| + I35  — I35]) (A.1)

Zur Abschitzung von |R’5""1 — PS'”rl | werden die Abstinde zwischen den inneren Bézier-Kontrollpunkten
untersucht. Bei der Berechnung von s , und [j; werden die gleichen Knotenvektoren verwendet, daher
gilt:

losr—Tos| = 0 (A.2)
Fiir die Bestimmung von /{5 werden die Knotenintervallvektoren von P’ bendtigt,

1
K| = {b5,b5,b5,b5}, Kf:{ez,ez,ez,@} mit b;!:dj—l—ﬁ-(bj—dj),j:Zﬁ

I{s ; benutzt hingegen die Knotenvektoren von Fy. Daher ergibt sich fiir ihren Abstand:

(62—}—63)-(2-d3)-Pln—}—(62—{—63)-dg-Psn—}—ez-dg-PZn—}—ez-(2-d3)-P6’_
(2-€2+€3)-(d2+2-d3)

n n _
s g — Iis| =

(62—1—63)-(Z-bg’)-Pl”+(ez—|—e3)-bg-PS”—i—ez-bg-Pz”—i—ez-(2-b§‘)-P6‘
(2-e2+e3)- (by+2-05)




133

Eine Umordnung nach Py, P{', P}, P liefert

1
< .
- (2'82+€3)'(d2+2'd3)'(bg+2-b'31)

(I(e2+e3)-2-(ds- (b3 +2-05) = b5 (da+2-d3))| - [P+
[(e2+e3)- (do- (V5 +2-b5) = b5+ (dr +2-d3))] - |P5'|+
ez (dy- (b3 +2-D5) = b5 - (dr+2-d3))|- [Py |+
le2-2-(d3- (b3 +2-D5) = b5 - (da+2-d3))| - |[Fg)

1
T (2ertes) (da+2-d3)- (i42-b0)|

(I(ex+e3)-2-(d3-b5 = 5-da)|- |P{| + |(e2+e3)-2- (dy - b5 — b3 -ds)| - | 5[+

lex-2-(dy-b3— b5 -d3)|- [P+ ez 2+ (d3- by — by~ do)| - | Fy)
Durch Einsetzen von b} = d + % -(by —dy) und b} = d3 + zin - (b3 — ds) folgt

1
N (2'82+€3)'(d2+2'd3)'((dz—i—zl,,'(bz—dz))—i-Z'(d3+2l,,'(b3—d3))) '

(\(€2+€3)'2'(d3'(d2+%'(b2—d2))—(d3+%'(b3—d3))'d2)! P |+

(e2+€3) 2+ (- (dy+ 55 by —ds)) = (da 55 (b2 =) )] |PE+

le2-2(da-(ds 55 - (b5 — ) — (da - 3~ (bs o)) )| |BY]
le2-2(ds - (da 4 o1 (o —di)) — (ds + g~ (b3 i) )| - )

1
T2 ertes) (d+2-d3) - (da+2-d3)+ 2 (br—do) +2- (bs—d3))) |

(e2-+e5) -2+ (55 (ds -ba—da b)) - P+
[(e2+e3)-2 ( (dr-b3 —ds-by))| - |P5|+

1 1
lea-2- ( (dy-by—d3-b2))|- |P)|+]ex-2- ( (d3-by—dy-b3))|-|Pg])
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Wegen D" > |P!'|,i =0,...,8 gilt

1
= (2-er+e3) (da+2-d3)- ((da+2-d3)+ 5 - ((ba—do) +2- (b3 — d3)))

1
(|(62+€3)'2'(ﬁ'(da'bz—dz'ba))l'D”Jr

1
‘(824—63)'2'(?'(d2'b3—d3'b2))"Dn+

1 1
‘62-2-(5'(d2'b3—d3'b2))"Dn+’82'2'(5'(d3'b2—d2'b3))’-Dn)

2n

Dn

1
(2-€z+€3)'(d2+2'd3)'((d2+2'd3)+2%'((bz—d2)+2'(b3—d3)))|'
(|(ex+e3)-2-(ds-by—dy-b3)|+|(e2+e3)-2-(dr-b3 —d3-ba)|+
‘62-2-(dz'b3—d3'b2)’+’€2'2'(d3-bz—dz-b3)‘) (A.3)

Da Term T}5 entnommen aus Formel (A.3) mit

Tis =

1

(2-er+e3) - (da+2-d3)- ((da+2-d3)+ 5 - ((ba—do) +2- (b3 — d3))) ‘
(|(ex+e3)-2-(d3-by—dy-b3)|+|(er+e3)-2-(dr-b3—d3-by)|+
lex-2-(dy-b3—d3-by)|+|ex-2-(ds-by—dy-b3)|)

beschrinkt ist, existiert eine Konstante H;5 unabhingig von Unterteilungstiefe n, so dass gilt

s <His

Damit resultiert fiir die Abstandsabschétzung der innerern Bézier-Kontrollpunkte /75 , und /{s:

1
s g — 15| < 5 His-D" (A.4)

Analog lassen sich fiir [IZ; , — IZ| und |I}5  — I’5| die Konstanten Hss und H»s berechnen:

1
\Iss g — 55| < o -Hss-D" (A.5)
n n 1 71
s g —Ds| < o “Hys-D (A.6)

SchlieBilich ergibt sich fiir die Abstandsabschitzung zwischen dem NURBS-Facepunkt Rg’“ und dem
ESubs-Facepunkt PS”"’1 aus Formel (A.1):

R P2t <

1
Sq (1105, — Ios| + s g — Ii's| + |55 g — I55| + I35 g — D5s])
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Formel (A.2), (A.4), (A.5), (A.6) eingesetzt liefert

1 1 1 1
<2 (04— His-D"+ — -Hss-D"+ — - Hys - D"
<3 ( + o His D'+ 50 Hss D'+ 50 - Hps - D)
11 )
:27‘1‘(H15+H55+H25)‘D

Aus Hs = } - (Hys + Hss + H,s) folgt schlieBlich

1
|RAHT — prtl) < o -Hs-D" (A7)
Auf gleiche Art und Weise konnen die Abstandsabschitzungen zwischen den NURBS-Facepunkten
Rg“, R’7’+1, Rg“ und den ESubs-Facepunkten Pg’“, P7”+1, Pg"“ durchgefiihrt werden. Die entsprechen-
den Konstanten Hg, H7, Hg konnen ebenfalls mit derselben Vorgehensweise ermittelt werden. Somit
erhilt man als Abschitzung fiir die Facepunkte 6, 7 und 8:

1

|RAH — Pl < > -Hg-D" (A.8)
1

|RATT — prtl| < TR .D" (A.9)
1

|Rpt — Pl < > -Hg-D" (A.10)

Abstandsabschatzung fiir Kantenpunkte:

Fiir den ESubs-Kantenpunkt Pl'”rl und fiir den Kantenpunkt R’l"H, generiert mit dem NURBS-Regelsatz,
gilt (siehe Abbildung A.1):

1 () ()
Pn+1 I 4 i 'Sn e 'Sn
1 2 ertes ((2+€3) 1+(2+€2) 0))
1 () (%)
Rn+1 B 4 e .qn Fl .qQn
M= g (Gre) St (e Sio)

wobei Sj, ST Hilfspunkte zur Berechnung eines neuen ESubs-Kantenpunktes in Unterteilungstiefe n sind
(siche Abschnitt 3.3.1). Mit Sp g, S x werden die reguldren Hilfspunkte in Tiefe n bezeichnet, zu deren
Berechnung die beiden Knotenvektoren von Fj zugrunde gelegt werden. Der Abstand zwischen dem
NURBS-Kantenpunkt R? ™' und dem ESubs-Kantenpunkt P/ ist somit:

1 e e
R - P (2 tes) St (2t en) S0~

2-ey+e3 2

1

) )
L 2 (22 .S
et es (5 +e3) - Si+(5 +e2) )

2

%24‘63 )
2-ey+e3

%24‘82
2-ey+e3

= (STr—S1)+ (So.r—50)
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Zur Berechnung von Sy g und Sy werden die gleichen Knotenvektoren verwendet, daher gilt Soz = So
und somit folgt

e
72+€3
2-er+e3

(S1r—S1)

mit Ausformulierung von S g und S

Ftes (1 (. d‘(d2/2+d3)-P§‘+(d2/2+d2)-P1"+
2-ey+e3 2 \dr+ds 3 2-dy+ds

ds/2+d3)- P+ (ds/2+dy) - P
dz-(3/+3) !+ (d3/2+dy) - P Lpr) -
2-ds+dp

N —

(L (. B2/2405) B+ (B3/2+05) B
pi+br \ P 2-by+ s

g (D324 05) P+ (B3/2+b5) PS
: 2D+ b !

Eine Umordnung nach Py, P, P¢ liefert

2 +e3 1H< ds  dy/2+ds D b§/2+b’3“> "y
_ . Pl

2-ertes 2| [\dotds 2:dy+ds B+D5 2-B5+DY

dy .d3/2+d2_ b ‘bg/2+bg Py
dy+ds 2-dy+dy By+D% 2-Di4b) 7

< ds .d2/2+d2 d 'd3/2+d3_
d+dys 2-do+ds dry+ds 2-d3s+do

- 1

N e A N A A
Pitbl 2. DA+b!  DAtbl 2.4l

62—24-63 l ‘ ds .d2/2+d3_ by 'bg/2+bg P4+
T |2-epte3 2 dy+dy 2-dy+ds  b5+b5 2-Dh+ DY 8
dr 'd3/2+d2_ b _bg’/2+bg P+
dr+dy 2-ds+dy BiADE 2-B4DE|
d3 'd2/2+d2 d .d3/2+d3_
d+ds 2-dp+dy dry+ds 2-dy+ds
by 'bg/Z—i—bg_ by .bg/2+b'31 1P| (A1)
by+b5 2-b5+b5 by+b5 2-b5+ D) ! ’
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Um |R'1”rl — P1”+1| abzuschitzen wird Formel (A.11) stiickweise untersucht. Fiir

d dr/2+d b b2 /2 + bl

Teily = | ———. 22+4dy by bh/2+ b | P2 (A.12)
dy+d; 2-dr+ds bg—i—bg 2'bg+b'31
d d;/2+d b b /2 + b

Teils = | ——> . 324do by B2+ b; | P2 (A.13)
dtdy 2dstdy, Bitb 2L+ D
Teils — ds .d2/2+d2 d> 'd3/2+d3_
"l tds 2 dotds | dotds 2-ds+d
bl b /2 + bt b b2+ bt

3 . 2/ + 2 2 X 3/ + 3 |P1n| (A14)
by+bs 2-b5+b5  b+b5 2B+ D)

wird die Existenz einer oberen Schranke iiberpriift. Die Ergebnisse fiihren zu einer oberen Schranke fiir
die Abstinde der Kantenpunkte [R7™ — P/t

Abschitzung von Teilg aus Formel (A.11) und (A.12):
Fiir Teilg gilt

ds d2/2+d3 bg‘ b§/2+bg’
dy+d; 2-dy+ds bg—i—bg Z-bg—i-bg’

Teils = |( )- Py

_|d3-(da/2+d5) - (V5 +b3) - (2-05 +b3) — D5 - (B5/2+ b3) - (dr + d3) - (2-dp + d3) P
(dr+d3)-(2-dy+ds)- (BA+DL)-(2-D+DE) 8

73
= |=|-|P¥ A.15
N P ( )

Zur besseren Ubersicht werden Zihler und Nenner von Teily = \f,—z] - |P{| getrennt untersucht. Fiir den
Zidhler Zg von Teilg aus Formel (A.15) ergibt sich:

Zy=ds-(d2/2+d3) - (by+b3) - (2- Dy +b3) = b3~ (b3 /2+15) - (da + d3) - (2-da + d3)

Durch Einsetzen von b} = d» + zl—n -(by—dy) und by = d3 + 2% - (b3 — ds) folgt

1 1
:d3-(d2/2+d3)-((d2+d3)+?-(bg—d2+b3—d3))-(2-d2+d3+?-(2-(b2—d2)+b3—d3))—

(d3+%'(b3—d3))'(d2/2+d3+%'(%'(bz—d2)+b3—d3))'(d2+d3)-(2'd2+d3)

Ausmultiplizieren und geeignetes Gruppieren liefert
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=d3-(da/2+d3) - (dr+d3)-(2-dr+d3)+
1
ds - (d2/2+d3) . (d2/2+d3)-2—n . (2- (bz—d2)+b3—d3)+
1
ds - (d2/2+d3) . (2-d2 +d3) . 2—n-(b2—d2+b3—d3)+
1 1
ds - (d2/2+d3) . 2_n . (bz—d2+b3—d3)-2—n . (2- (bz—d2)+b3 —d3)—
ds - (d2/2+d3) . (d2+d3) . (2-d2+d3)—
1 1
dz - (dy +d3)'(2'd2+d3)'? : (5'(b2—d2)—|-b3—d3)—
'(b3 —d3)-(d2+d3)-(2'd2+d3)-(d2/2+d3)—
—n'(b3—d3)-(d2+d3)-(2'd2+d3)-—n-(—'(bz—d2)+b3—d3)
1
=3 (d3-(d2/2+d3) - (da/2+d3) (2 (by—dp) + b3 —d3)+
ds - (d2/2+d3) . (2-d2 +d3) . (bg—d2+b3 —d3)—
1
ds - (d2+d3)-(2'd2+d3)-(5 . (bz—d2)+b3 —d3)—
(b3 —d3) . (d2+d3) . (2-d2+d3)-(d2/2+d3)+

1
?-(d3'(d2/2+d3)-(bg—d2+b3—d3)-(2-(b2—d2)+b3—d3)—

(b3 —d3)-(dr+d3)-(2-dr+ds)- (% (b —dp) + b3 — d3))) (A.16)

Zg ohne 2%, d.h. Formel (A.16) ohne 2%,, wird im folgenden mit Ty bezeichnet:
Ty(n) = ds-(da/24d3) (da)2+d3)- (2-(by—dy)+b3—d3)+
dy-(da)2+d3)-(2-dy+d3) - (by—dy+ b3 —d3) —
1
d3-(d2+d3)-(2-d2—|—d3)'(E-(bg—d2)+b3—d3)—
(by—d3)-(dr+d3)-(2-dy+d3) - (da)2+d3) +

1
2—n'(d3-(d2/2+d3)'(bz—d2+b3—d3)'(2-(b2—d2)+b3—d3)

by —d3) - (da -ds) - (2o + ) (5 (ba —do) s — )
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Tg(n) ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschrinkt. Daher existiert fiir alle n € IN, eine

Konstante ng , fur die gilt:
Ty(n) < C§

Somit ergibt sich als Abschitzung fiir den Zahler Zg von Teilg:

1
Z < 5 .C¥ (A.17)

Fiir den Nenner Ng von Teilg aus Formel (A.15) ergibt sich:

Ny = (dy +d3) - (2-dy+d3) - (s + b5) - (2- b3+ D)

Durch Einsetzen von b} = d» + % -(by—dy) und by = d3 + 2% - (b3 — d5) folgt

= (d2+d3)'(2-d2+d3)'((d2+d3)+2ln'(bz—d2+b3—d3))

(2 dybds) + 552+ (b2 — o) +bs — d))

Der Nenner Ng von Teilg ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschrinkt, so dass eine Kon-
stante Cév existiert, fiir die gilt:

Ny > ¢
Damit ergibt sich fiir Teilg aus Formel (A.11) und (A.12):

ds  dp/2+ds by D3/2+b)

Teily =
= G d T rdy BB 2B b

)| |F5]

Ebenso wird fiir Teils verfahren:

Abschitzung von 7eils aus Formel (A.11) und (A.13):
Fiir Teils gilt

dy d3/2+d2_ b _b§/2+bg

Teils = . - Pl
= (d2+d3 2-dy+d, b5+Dy 2-b§’+b§) ’
_|da-(ds3/2+da) - (V5 +D5) - (2-D5+b5) = b5 - (b3/2+15) - (da+d3)-(2-d3 + o) P
(dr+d3)-(2-ds+dp)- (Bh+D2)-(2- b2+ bh) 5
Z
=|2|- 1P (A.18)

Ns
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Fiir den Zdhler Zs von Teils aus Formel (A.18) ergibt sich:

Zs =dy- (d3/2+dy) - (D5 +D5) - (2-D5+D5) — by - (D5/2+D5) - (dy+d3) - (2-d5 + da)

Durch Einsetzen von b} = d» + 2% (b —dy) und by = d3 + 2% - (b3 — ds) folgt

1 1
:dz-(d3/2+d2)'(d2+d3+2—n'(bz—d2+b3—d3))-(2'd3 +d2+ﬁ-(2'(b3—d3)+b2—d2))—

(At 35+ (b~ o)) (s 2o 5 (5 (b3 — ) +-by ) - (o + ) (2 +-db)

Ausmultiplizieren und geeignetes Gruppieren liefert

—dy - (ds/2+ o) - (dy +d3) - (2-ds +do) +
o+ (ds /2 ) (do -+ ) (2 (b —ds) +ba — o) +
dy- (d3)2+ o) 5+ (by — do + by —d3) - (2-dy + o)+
o+ (ds /2 ) 5 (bs o+ by —ds) -5+ (2+ (b3 — d) + by —do) -
dy- (ds )2+ ) (dy +ds) - (2 + o)~
o o5 (b3 —d) +by ) (do 4 ) - (2 o)~
L ba—d)-(ds)2 4 o) - (do+ ds) - (2-d + )~
gi (b= da) 5 (5 by =) by o) (dy ) (2 + )
:2%-(dz-(d3/2+d2)-(d2+d3)-(2-(b3—d3)+b2—d2)+
o (d3)2+da)- (by —ds+bs—ds) - (2-d3 +da)—
o+ (5 (bs — d) + by — o) - (da - ds) - (2-ds + )~
(bs—do) - (ds 2+ do) - (ds +ds) - (2-ds + o)+

1
ﬁ-(dz'(d3/2+d2)-(bz—d2+b3—d3)-(2'(b3—d3)+b2—d2)—

(by—ds) - (% (b3 —d3) +by—dy) (da+d3)- (2-d3+da))) (A.19)
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Zs ohne %, d.h. Formel (A.19) ohne zin, wird im folgenden mit 75 bezeichnet:
Ts(n) = dy-(d3/2+do)-(da+d3)-(2-(b3—d3)+by—d) +

dy-(d3/2+dy) - (by—dy+b3s—d3)-(2-ds+dy) —
dz-(%'(b3—d3)+b2—d2)-(d2+d3)-(2'd3 +dy) —
(by—dy)-(d3/2+da) - (dra+d3)- (2-d3+da) +

1
?'(dz'(d3/2—|-d2)-(bz—dz—l-b3—d3)'(2'(b3—d3)—|-b2—d2)—

(bz—dz)'(%-(b3—d3)+b2—d2)'(d2+d3)'(2-d3 +d2))

Ts(n) ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschréinkt. Daher existiert fiir alle n € IN) eine
Konstante CSZ , fiir die gilt:
Ts(n) < C§

Somit ergibt sich als Abschitzung fiir den Zihler Zs von Teils:

1
Zs < ﬁ'csz

Fiir den Nenner Ns von Teils aus Formel (A.18) ergibt sich:

Ns = (dy+d3)- (2-d3+dy) - (D) +b5) - (2- b3+ b))

Durch Einsetzen von b} = d» + 2% (b —dy) und b = d3 + 2% - (b3 — d3) folgt

1
. (bz —dy+ b3 —d3))

= (d2+d3)-(2'd3+d2)-(d2+d3+5

1
-(2-d3+d2+?-(2-(b3—d3)+b2—d2))

Der Nenner von 7Teils ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschrinkt, so dass eine Konstante
Cgv existiert, fiir die gilt:

Ns > CY
Damit ergibt sich schlieBlich fiir Teils aus Formel (A.11) und (A.13):

d> ‘d3/2+d2_ bg ‘bg‘/2+bg
dy+dy 2-d3s+dy b5+b5 2-b5+ D)

Teils = |( )| 1P5]

1

< 5o B
2n ¥
~—
=Cs

1
= g'CS'|P5n\

Mit Teil; wird ebenso wie mit Teilg und Teils verfahren:
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Abschitzung von Teil; aus Formel (A.11) und (A.14):
Fiir Teil; gilt

Teity = | ds  dr/2+d, dy  d3/2+dy B D324 B .bg’/Z—l—bg’)‘Pln
dy+dy 2-dy+ds  do+dy 2-ds+dy b5+D5 2-Dy+b5 by+bDS 2-b5 4B
_|, dy  dyf2+dy By B32+By  dy d3/2+ds B ‘bg’/2+b§’)‘|Pn|
drtdy 2-dytdy DEADD 2-BEADE dotdy 2-ditdy DRADE 2-BA b !
- (d3.(d2/2~|—d2)-(bg+b'31).(2.b§+b'31)—b’31-(bg/2+bg).(d2~|—d3).(2.d2—|—d3) P+
B (dr+d3)-(2-dy+ds)- (by+D5) - (2- by 4 b5) !
=Sy
dy-(d3/2+d3)- (Dy+b5) - (2:-D5+by) — by - (b5/2+ b%) - (da+d3) - (2-d3 + ) P
(da+d3)-(2-ds+dp)- (B +DR)-(2- B2+ D3) !
—S
— Su+Sp (A.20)

Beide Summanden Sy, Sp aus Formel (A.20) werden analog zu P5' und F' analysiert, beginnend mit Sy:

d3-(d2/2+d2)-(b§+b§’)-(2-b§+b§‘)—bg‘-(bg’/2+b§’)~(d2+d3)-(2-d2+d3)

S — ‘Pn
A |( (d2+d3)-(2-d2+d3)-(bg+bg)'(2-bg+bg’) | 1|
Za
=|—| [P} A21
N, |Py| ( )

Fiir den Zdhler Z4 von Summand S4 aus Teil; (Formel (A.21)) ergibt sich:

Zy=ds-(dy/2+dyp) - (B5+b5)-(2-b5+b5) —b5- (D3 /2+ D) (do+d3) - (2-dy + d3)

Durch Einsetzen von b = do + 2% (by —dp) und b = d3 + 2%, - (b3 — ds) folgt

1 1
:d3-(d2/2+d2)-(d2+d3+ﬁ-(bg—d2+b3—d3))-(2-d2+d3+?-(2-(b2—d2)+b3—d3))—

(dﬁ—%'(b3—d3))'(d2/2+d2+%'((bz—dz)/2+b2—d2))'(d2+d3)'(2'd2+d3)

Ausmultiplizieren und geeignetes Gruppieren liefert
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=d3-(da/2+d>) (da+d3)- (2-dy+d3)+

1

d3'(d2/2+d2)'ﬁ-(bz—d2+b3—d3)-(2-d2+d3)+
1

d3'(d2/2+d2)-(d2~|—d3)-2—n-(2'(bz—d2)+b3—d3)+

1 1
d3'(d2/2+d2)'2—n-(b2—d2+b3—d3)-2—n'(2-(b2—d2)+b3—d3)—
d3'(d2/2+d2)'(d2+d3)'(2-d2+d3)—

1
d3-ﬁ-((bz—dz)/2+b2—d2)-(d2+d3)-(2-d2+d3)—
1
?-(b3—d3)-(d2/2+d2)'(d2+d3)-(2'd2+d3)—
1

—'(b3—d3)-2—n'((bz—dz)/Z—i-bz—dz)-(d2+d3)'(2-d2+d3)

1
= ?-(d3'(d2/2+d2)-(bz—d2+b3—d3)-(2'd2+d3)+

dy-(dy)2+dy) - (dr+d3)-(2-(by —dy) + b3 —d3)—

d3-((b2—d2)/2+b2—d2)-(d2+d3)-(2-d2+d3)—

o (by—ds) (a2 o) - (da - ds)- (2 + ) +

1

2—n-(d3-(d2/2+d2)-(bz—d2+b3—d3)-(2'(b2—d2)+b3—d3)—

(b3 —d3)-((ba—da)/2+ by —dy) - (da + d3) - (2-da + d3))) (A.22)
Z, ohne zin, d.h. Formel (A.22) ohne 2%, wird im folgenden mit 74 bezeichnet:
TA(l’l) = dy- (d2/2+d2) . (bz—d2+b3 —d3) . (2-d2+d3)+
ds- (da)2+dp) - (dr+d3)- (2-(by —dr) + b3 — d3) —

d3-((bz—dz)/2+b2—d2)-(d2+d3)-(2-d2+d3)—

21—n'(b3—d3)-(d2/2+d2)'(d2+d3)-(2'd2+d3)+

1

ﬁ'(d3'(d2/2—|-d2)-(b2—d2+b3—d3)'(2'(b2—d2)—|-b3—d3)—

(b3—d3)-((bg—dz)/2+b2—d2)'(d2+d3)'(2-d2+d3))

Tx(n) ist fiir alle n € INp nach oben sowie nach unten beschrinkt. Daher existiert fiir alle n € INy eine
Konstante C%, fiir die gilt:

Tu(n) < C%
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Somit ergibt sich als Abschitzung fiir den Zahler von S4:

1
Zy < E-Cf

Fiir den Nenner N4 von Summand S4 aus Teil; (Formel (A.21)) ergibt sich:

Ny = (dr+d3)-(2-dy+d3)- (b5+D5) - (2- b5+ b5)

Durch Einsetzen von b} = d» + % -(by—dy) und by = d3 + 2% - (b3 — ds) folgt

= (d2+d3)-(2-d2+d3)-((d2+d3)+%-(bg—d2+b3—d3))

-((2-d2+d3)+2in'(2-(b2—d2)+b3—d3))

Der Nenner N4 von Sy ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschriinkt, so dass eine Konstante
Civ existiert, fiir die gilt:

Ny >
Damit ergibt sich folglich fiir den Summanden S4 aus Teil; von Formel (A.21):

dy- ()24 do)- (DA+D5)- (2-D5+b2) —bh- (Da)2+D8) - (da+d3) - (2-da+d3)

.| Pt
(dr+d3)-(2-dy+d3)- (b +b3)-(2-b5 + DY) 1Py

Sio= |

1

-2y
~—~—

=Cy

|Pr|

1
= 5. Car A

Der zweite Summand S von 7eil; aus Formel (A.20) wird auf gleiche Weise wie S4 untersucht:

dy- (d3/2+d3) - (Dh+D5)- (2-Da+b3) —ba- (D2)2+D5) - (da+d3) - (2-d3+do)

(da+ds)-(2-ds+dp)-(DE+Db2)-(2-b2+ D) - |Pr]

Sp =

Zp
Np

Py (A23)

Fiir den Zdhler Zg von Summand Sp aus Teil; (Formel (A.23)) ergibt sich:

Zp=dy-(d3/2+d5)- (by+Db5)- (2-b5+by) — b5 - (D5/2+b5) - (da+d3)-(2-d3+da)

Durch Einsetzen von b = d> + % (by —dp) und b = d3 + zin - (b3 — ds) folgt

1 1
:dz-(d3/2+d3)'(d2+d3+ﬁ'(bz—d2+b3—d3))-(2'd3+d2+2—n-(2'(b3—d3)+b2—d2))—

(At 3+ (b2 o)) ds 2 s 5 (5 (b3 — ) + by ) - (do ) - (2 -db)
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=dy-(d3/2+d3) - (da+d3)-(2-d3+dp)+

1
dz-(d3/2+d3)-2—n-(bz—d2+b3—d3)'(2-d3+d2)+
1
dz'(d3/2+d3)'(d2+d3)'ﬁ'(z-(b3—d3)+b2—d2)+

1 1
dz-(d3/2+d3)-ﬁ-(bz—d2+b3—d3)-?-(2-(b3—d3)+b2—d2)—
dy-(d3)2+d3)-(dr+d3)- (2-ds+dp)—

1
b5

> '(%-(b3—d3)+b3—d3)'(d2+d3)-(2-d3 +dy)—
—-(by—day)-(d3/2+d3)-(d2+d3)-(2-d3+da)—

—-(bg—dg)-%-(%-(b3—d3)+b3—d3)-(d2+d3)-(2-d3+d2)

:2—1,1-(dz-(d3/2+d3)-(bz—d2+b3—d3)-(2-d3+d2)+
dy-(ds )2+ d3) - (da +d3) - (2 (bs — d) + by — do)—
o+ (5 (b5 —ds) +bs —ds) - (da -+ d) - (2-ds )~
(b — do) - (ds/2+ds) - (dy +ds) - (2 +do) +

1
2—n'(dz'(d3/2—|-d3)-(bz—dz—l-b3—d3)'(2'(b3—d3)—|-b2—d2)—

(bs—do) (3 - (bs —d) 4 by —ds) - (d +ds)-(2-d + b))

Zp ohne 2%,, d.h. Formel (A.24) ohne 2%, wird im folgenden mit 7 bezeichnet:

TB(l’l) = dz'(d3/2+d3)'(bz—d2+b3—d3)'(2-d3 +d2)+

dy-(d3)24+d3) - (dr+d3)-(2-(bs—d3)+ by —dy) —
dz-(%-(b3—d3)+b3—d3)'(d2+d3)'(2-d3+d2)—

(by—dy)-(d3/24+d3) - (da+d3)- (2 -ds+dy) +

1
2—n'(dz-(d3/2+d3)'(bz—d2+b3—d3)'(2-(b3—d3)+b2—d2)—

(bs—do) (3 - (bs —ds) 4 by —ds) - (d +ds) - (2 + )

145
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Tp(n) ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschrinkt. Daher existiert fiir alle n € IN, eine

Konstante C%, fiir die gilt:
Ty(n) < Cg
Somit ergibt sich als Abschitzung fiir den Zzhler von Sp:
1
Zp < o5 -C%
Fiir den Nenner Np von Sp aus Teil; (Formel (A.21)) ergibt sich:

Ng=(dr+d3) - (2-ds+dy)- (b5+D5)-(2-b5+b5)

Durch Einsetzen von b} = d, + % -(by —dy) und b} = d3 + zin - (b3 — ds) folgt

1
. (bz —dr+ b3 —d3))

= (d2+d3)-(2'd3+d2)-(d2+d3+2—n

(2-ds+dr+ ZL” (2-(bs—d3)+by—dy))
Der Nenner von Sp ist fiir alle n € INy nach oben sowie nach unten beschrinkt, so dass eine Konstante
Cg existiert, fiir die gilt:
Ny > Cj
Damit folgt fiir den Summanden Sp aus Teil; von Formel (A.23):
dy-(dz/2+d3)- (B5+DY)-(2-D5+b5) =5 - (V524 D3) - (dy+d3) - (2-dz +db)

Sp = |Pr
s i ds) (2 ds o) (P B)- (2 b0) P

1 C§

—
21 Ch
~—
=Cy

IN

|Pr|

1
= 5GP
Damit ergibt sich fiir Teil; aus Formel (A.11) und (A.14):

dy  dof24dy  dy  ds)2+ds

Teil; =
! d+dy 2-do+ds dry+ds 2-ds+do
by by24by by by/2+4 D) 1P
Pi+bi 2-D3+bi Di+bh 2-bA+bh| !
< Sa+Sp

1 1
< 5 -Ca-|P + > -Cg - |Pl|
Mit C; = C4 + Cp ergibt sich:

:?-Cl-|Pf’|
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Fiir einen Kantenpunkt erhilt man schlielich:

! U '= 2-etes 2| \|datds 2-dotdy DR+BE 2-BA+0%| °
d d3/2+d2 by bg’/2+b§’ P+
dy+dy 2-dy+dy DA+HDE 2-bLADA| ]

d3 ‘d2/2+d2 d> ‘d3/2+d3_
d+dy 2-dy+dy do+dz 2-d3s+d>
1711)

B BS/2+by  Bh BA/2+ D
Ditb 2D+ bt Db 2B+ bl

2 tey 1 1 1 1
< |27 2| Z.Ce-|PH+—.Cs-|P+—-C-|P"
_‘2-e2+e3 2‘ (2,, 8|8’+2,, 5’5""2,, 1 |1’>

2 te
g‘ 2 T Cs+Cs+Cy)-D"

S B
2-epte3 2| 27

Mit Hy = | 254 1 (Cy+Cs+C)) gilt:
1= [2e5e; 2 8 5 1) gut:

1
‘erl-l‘l_Per-l‘ < ﬁ'Hl'Dn

Die Abstandsabschidtzungen der iibrigen NURBS- und ESubs-Kantenpunkte |R;”rl — Pl.”"’1 | firi=2,3,4
(siche Abbildung A.1) konnen analog durchgefiihrt werden. Auf gleiche Weise konnen die entsprechen-
den Konstanten H; ermittelt werden, so dass gilt:

1

I I
RIT - P < TR

H-D', i=1,... 4

Abstandsabschatzung fiir Vertexpunkte

Aus der Definition des ESubs-Regelsatzes sowie dem Regelsatz der NURBS-Unterteilungsflichen folgt
fiir den Punkt L

8 8
LZZB,--R?“ — Zgl..plﬂﬂ
i=0 i=0
Der ESubs-Vertexpunkt P6’+1 und der NURBS-Vertexpunkt R{’)‘H lasst sich daraus wie folgt berechnen:

1 8
Rg-i‘l — L_%ZBIR:H-I
i=1

1 8
P6t+1 — L__'ZBi'Pin+l
Bo i=1

Der Abstand zwischen dem NURBS-Vertexpunkt RSH und dem ESubs-Vertexpunkt P(;"H ist somit:

L—i'iﬂ--Rn‘H _ L—i'iﬁ--P’H—l
Bo &7 Bo &7

Ry =Ry =
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b
Bo

8
|R8+1_P61+1|: 'ZBi'(PinJrl_er'Hrl)
i=1

B[R — Pt

Moo

<1
_Boil

Aus der Abstandsabschitzung fiir Face- und Kantenpunkte folgt ]R;’H — Pi"H\ < 2% -H;-D" fiir i =
1,...,8 und somit

13 1 ;
g—O-ZBl-g-HZD
i=1
1 8
=(=—- Y Bi-H, D"
(B0 l_Zlﬁz i) o

mit Hy = ﬁ 'Z?: | Bi - H; ergibt sich

— 1 n

= Hy-D
Somit ist ]R?H - Pl.”+1] fiir alle i = 0,...,8 beschrinkt. Fiir jedes i = 0,...,8 existiert eine von der
Unterteilungstiefe unabhéngige Konstante H;, so dass gilt

1
|R?+1_Pin+l|§?‘Hi'Dna i=0,...,8
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