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1. Zusammenfassung 

Für die Anwendung bei m interaktiven Entwurf von Kurven 
und Fläc hen auf grafischen Sichtgeräten werde n im ersten 

Teil der Arbeit bekannte math emat ische Ve rfa hre n in einer 
kompakten, ei nheit l ichen Matri zenschreibweise dargestellt. 

Als neues Verf ahren wird die B- Spline-Approximation hin ­
si chtlich i hrer Eigenschaften und ~1äglichk eiten für den 

rechnergestützten Entwurf untersucht und an Beispiel e n 
erläutert. Die B- Spline - Approximation erweist sich nicht 

nur als das universellste und am lei chtesten zu handhaben ­
de mathematische Verfahren, sondern ist auch für eine 
Hardware - Erzeugung von Kurven und Flächen am besten geeig ­
net. Ein neues Verfahren zur Schattierung von Fläche n in 
Echtzeit wird angegeben und durch Bilder belegt. Im zweiten 

Teil werde n unter Berücksichtigung neuer Bauelemente d1gi­
tale Komponenten für einen Displayprozessor angegeben: 
Vektorgenerator, Kreisgenerator, Mat rizenmulti plizierer, 
Dividierer, Kurven - und Flächengenerator. 
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2. Einleitung 

Seit den ersten Anfängen auf dem Gebiet Computer Graphics 

in den sechziger Jahren bemüht man sich, grafische Sicht­
geräte (graphic Displays) im computergestützten Entwurf 
(CAD) einzusetzen. Besondere Anstrengungen wurden unter­

nommen / um dreidimensionale Gebilde darstellen, interaktiv 
entwerfen und verändern zu können. Die Grundlage für die 

notwendigen mathematischen Verfahren wurde von Coons 1964 
mit der Veröffentlichung seiner Arbeit "Surfaces for com­
puter-aided desig n of space figures" /1/ geliefert. Flä­
chen werden danach in Paramet erform definiert. Durch zu­

sammensetzen von Teilflächen - auch patches oder Pflaster 
genannt - erhä lt man größere Flächen. Die Darstellung der 

Flächen erfolgt durch Projektion einiger ihrer Parameter­
linien auf den Bildschirm (Bild 2.1). 

r.ild 2 . 1 ~; ~ r s toll u n ,.., \. ~: r: ? ""' F l c· c ~~ :- r: ~.:ur c 1~ r' Cl r 2. '""C: t er 1 ; n; e n 
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Die Coons'sche Fl ächen definition erforde r t vom Anwen ­

der erhebliche mathematische Kenntnisse. Zum Beispiel 

müssen, um ein kontinuierliches Aneinanderfügen von 
Teilflächen zu ermöglichen, Tangentenvektoren angege­

ben werden. Normalerweise wird der Anwender aber nur 
Tangenten, also Steigungen angeben können. Der Einfluß 

der Länge des Tangentenvektors läßt sich se hr schwer 
abschätzen. 

Ein weiteres Problem ist aus Bild 2.1 er kennbar. Die 

Darstellungen sind ohne Unterdrückung der verdeckten 
Kanten unübersichtlich und schwer zu interpretiere n. 
Aus diesem Grund wurden von verschiedenen Autoren /2/ 

Algoriihmen zur Berechnung und Eliminierung der ver­
deckten Kanten {Hidden Line Algorithmen) entwickelt 

(Bild 2.2). Diese Verfahren sind alle sehr recheninten­
siv und erlauben nicht die Darstellung in Echtzeit, 
d.h . die Berechnung der verdeckten Kanten mit anschlie­
ßendem Bildaufbau dauert wesentlich länger als 40 ms 

f 
(25Hz Bildwiederholfrequenz). 

:Je. · ': tcllu nr ~u s Pile! 2 . 1 e h.,? vr}~ .~o c~ t~' 
' ~<>nten /3/ 
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Für viele Anwendungen ist die Darstellung von Körpern 

durch wenige Parameterlinien unbefriedigend. Eine mög­
lichst realistische Wiedergabe undurchsichtiger Körper 

verlangt die Schattierung der Oberflächen. Dazu müssen 
zwei Probleme gelöst werden. Zuerst sind die verdeckten 

Flächen zu ermitteln und zu eliminieren. Anschließend 
müssen die Grauwerte für alle Flächenpunkte entsprechend 

der Auflösung des Sic htgeräts berechnet werden. Die be­
kannten Verfahren zur Berechnung und Darstellung schat­
tierter Flächen benutzen zur Eliminierun g der verdeckten 

Flächen eine erstmals in /4/ veröffentlichte Methode. Die 
Flächen werden dabei durch Polygone approximiert. Die 

Unters uchung auf Verdeckun gen wi rd zei lenweise (line scan 

method) durchgeführt. Damit reduziert sich die Aufgabe 

auf ein zweidimensionales Problem (y = Konst. ) . Trotzdem 

ist der Rechenaufwand noch sehr erheblich . Um die Darstel­
lung in Bild 2.3 zu erhalten benötigt man auf der PDP - 10 
einschließlich der Berec hnung der Grauwerte entsprechend 
den lichttechnischen Gesetzen ca. zwei Minuten /5/. Das 
Gesamtbild ist nur durch zeilenweises Ausgeben auf dem 

Sichtgerät und fotografisches Zusammensetzen zu erhalten, 
weil bei einer Speic~erzugriffszeit von l~s nur etwa 

2D.OOO Punkte flackerfrei dargestellt werden können. Dies 
entspricht bei einer üblichen Auflösung von (lOxlO) bit 
nur l/50 der Sichtgerätekapazität. 

2-4 

Bild 2.3: Schattierte Fläche /5/ 

Im CAD Center in Cambridge, England, wurde ein modifi­
ziertes Line scan Verfahren /6/ entwickelt, das etwa 

5 mal schneller arbeitet. Unbefriedigend bleibt, daß 
diese Bilder nicht flackerfrei auf dem Bildschirm zu 

sehen sind. Interaktives Arbeiten wird dadurch sehr er­
schwert. 
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~us die s en AusfUh run gen Ub e r de n je tz i gen Stan d de r 

Te chn ik der Flächendarstell ung e r geb e n s ich f olg e nde 
Au fgabenstellungen, di e in der Glie derung dieser Ar­
bei t i hre n Ni edersc hlaq fi nde n : 

1) Be rei tstellu ng ma t hemati sc her Me t hod en, die a uch 

vom mat hemati sc h unge sch ult en B e n ~ t zer le i cht an­
zuY~ e nd en s ind. 

2) Si nnvo l le Beschrä nkung de r Mö gli chkeiten zur Flä­
chendef i niti on und A us Y~ a hl eines f Ur die H ar dY~ are­

Re a l i sie r un g bes onders geei~ n et en Verfa hre ns . 

3) E ntY~icklung ein es ~äh e rung s v e r f ah rens z ur Scha t­
t ie rung vo n Flä c he n . 

4) Unt e rsu chun g der durch moderne Bauelemente ge gebe­
ne n Hög l i ch keiten . 

5 ) Vors chl ag fUr eine modularerweiterbare Display­
Hard ware, mit der die o .q. Probl em e gelöst werden. 
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3. Hathematische Verfahren zur Flächenbeschreibung 

3 . 1 Parameterdarstellung 

Eine Fläche lä ßt sich in einer der folgenden Formen 
definieren: 

1 ) Implizite Form F ( X ,y ,Z) 0 

2) Explizite Form z f (X ,y) 

3) Parameterdarstellung X X ( U, V) 

y y ( U, V) 

z z ( U, V) 

Für Computer Graphics wird meistens die Parameterdar­
stellung gewählt. Die Gründe hierfür sollen kurz dar­
gelegt werden. 

Das Bild auf dem Sichtgerät (Display) entsteht durch 
Oberlagerung der x- und y-Strahlablenkung. Das bedeu­
tet bei Anwendung der impliziten Form, daß nach x und 

y aufgelöst werden muß, was bereits bei Flächen zweiten 
Grades erheblichen Rechenaufwand bedeuten kann. Die 

explizite Form besitzt den Nachteil, daß die Funktion, 
wie in Bild 3.1 anhand einer Kurve veranschaulicht, 
mehrdeutig sein kann. 
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y 

y13 

~. 4-------------~ 

X 

Bild 3.1: Mehrdeutigkeit der expliziten Form 

Die explizite wie auch die implizite Form bereiten 

numerische Schwierigkeiten beim Ableiten von Flächen 
mit vertikaler Tangente. 

Diese Schwierigkeiten treten bei der Parameterdarstel­

lung nicht auf, da sie unabhängig von den Koordinaten­

achsen ist. Die Koordinaten eines Flächenpunktes werden 
una bh ängig voneinander als Funktion der Parameter be­

rec hne t . Damit beschreibt die Parameterdarstellun g di e 
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Bewegung des Elekt ron enst rah ls auf der Fläche . Zu 

jedem Para met erpa ar (u i, vj) gehört genau ein Fl ä ­
chenpunkt. Bild 3.2 veranschaulicht dies am Beispiel 
der Kurve aus Bild 3.1. 

X («l 

Bild 3.2: Erzeugung der Kurve aus Bild 3.1 

Diese Eindeutigkeit erlaubt es, daß sehr einfach durch 

Angabe eines Parameterbere ichs Aussc hnitte einer Fläche 
dargestellt werden können. 
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Ein weiterer Vorteil der Parameterdarstellun9 ist di e 

Tatsache, daß bei der Defi ni tion e iner Fläche durch An ­
gabe von Stützstellen ein gute s "S pacing " e rreicht wird. 

Was darunter verstanden wird, zeigt Bild 3.3 am Beispiel 

einer Kurve . 

QJ_!j__l_:J_: Gu t es "Spa cin ~· mit Parameterdarstellung 

Bei starker Krümm ung der Kurve werden zu ihrer Definitibn 

mehr Stüt zstellen angegeb en al s bei ger inger Krü mm ung. 
De r Wertebereich des Par amet ers verte ilt sich gleichmäß ig 
über die Stüt zstellenbereiche . Somit we rden an St e l l en 

starke r Kr ümm ung viele Kurven punkte berech ne t . Das bedeu-
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tet, daß trotz der linearen Interpolation des Vek­
torgenerators im Display die beabsichtigte Kurve 

mit starker Krümmung wiedergegeben wird. Der Werte­
bereich der Parameter wird üblicherweise auf 

o~ u, v~l normiert. 

3.2 In Com puter Graphics angewandte Flächen 

Die in Computer Graphics angewandten Flächen lassen sich in 
drei Gruppen unterteilen /7/: 

1 ) 

2) 

3) 

An alytisch gegebene Flächen wie z.B. Kugelflä­
chen, Parab oloide usw., deren Para met erl in ie n 
Kegelschnitte sind. Sie lassen sich als Spezial­
fälle der allgemeinen gebrochen rationalen ku­
bischen Funktionen darstellen. Ihre Anwendungs­

gebiete sind vor alle m Maschinenbau und Architek­
tur. (In der Architektur beschränkt man sich im 

wesentlichen auf abwickelbare Flächen.) 

Empirisch gegebene Flächen, die durch Interpo­
lation zwischen vorgegebenen Stützstellen oder 

Kurven entstehen. Diese Flächen treten bei ex­
perimentellen Optimierungsverfahren, z. B. im 
Schiffsbau, Flugzeu gbau usw. auf. Zur Interpo­

lation werden Lagrange-Polynome, Hermite-Polyno­

me, gebrochen rationale Funktionen und Splines 
verwandt. 

Empirisch gegebene Flächen, die durch Approxi­
mation von Polygonnetzen entstehen. Diese Flä-
chen werden beim intera ktiven Entwurf von Formen, 

die vor allem ästhetischen Gesichtspunkten genü­
gen müssen, eingesetzt. Die meisten angewandten 

Verfahren beruhen auf der Bezier-Approximation /8/ . 



3-6 

3.2.1 Ana l ytisch gegebene Flächen 

Die analytisch gegebenen Fl ächen werden in dieser 

Arbeit mit gebroc hen rationalen kub i sc hen Funktio ­
nen beschrieben, weil diese Funktionen auch bei der 

Berec hnu ng der em pirisch gegebe ne n Flächen verwendet 

werden. Damit i st eine einheit l iche Matrizendarstel­
lun g für alle 3 Gruppen von Flächen möglich. Die ge­
br ochen rationalen kubischen Funkt i onen treten bei 
der Verwendunq von homogenen Koordi naten /9/, /10/ 
auf. 

Ein Punkt auf de r Fläche wird beschrieben durch den 
Vekt or q in homogenen Koordinaten 

q [x, y, z , w] ( 3 . 1 ) 

Aus (3. 1) erhält man die ge wö hnlichPn Koordinaten 
durch Division. 

Q = (x,v,z] _ [x y zl 
w, w, w] ( 3. 2) 

Ei ne 3D-Fläche ist dann in homogenen Koordinaten ge ­
geben durch 

q ( U, V) [x (u,v), y (u , v), z (u,v), w (u,v)] 

T 
U•l'l• V 

["
3 

"
2

" 1] • K• ;i] 
( 3 . 3) 

0 f U, V ~ 

wobei 1'\ ein (4x4x4) - Tensor ist und die Form der Fl ä ­
che bestimmt. 1'\ wird deshalb generiere nder Tensor ge ­
nannt. 
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All A12 A13 A14 

A21 A22 A2 3 A24 
Ä 

[ A A A A ] X, y, Z, W 

A3 1 A32 A33 A34 

A41 A42 A43 A44 
( 3. 4) 

a11x a12x al 3x al4x 

a2lx a22x a23x a24x 

a3lx a32 x a 33x a34 x 

mit A 
X 

(3 . 5) 

a4 lx a42x a43x a44 x 

Parameterlinien besc hreiben Kurven auf der Fläche. 
Man erhält sie durch Festhalten des einen und 

Variieren des andern Parameters. Ins be sondere lie ­

fern die Parameterwerte (o,v), (1,v), (u,o ) und 
(u, 1) die Randkurven der Fläche. Sei beispielswei­

se v = o, so wird aus Gl.(3 . 3) mit Gl.(3.4): 

q(u) =[u
3

u
2

u 1)· A14 
A24 
A34 
A44 

=(u3u2u ~ - al4x 

a24x 

a 34x 

a44x 

und mit Gl. ( 3.5) 

al4y al4z a14w 

a24y a24z a24w 

a34y a 34z a34w 
( 3. 6) 

a44y a44z a44w 
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Hi e ra us berechnen sich die Bilds chirmkoordinaten 

zu 
4 

L a u 
i4x a14x 

u3 + 
2 u + a24x u + a34x a44x 

X X 

w u3 + 
~ 

+ a14w a24w u + a 34 1·1 u a44w 

i = 1 

t 
4 i = 1 

4 

L 4-i 
a i 4y u 

y l i = 1 
w 

L 4-i ( 3. 7) 
a i 4~1 u 

i = 1 

4 

L 4-i 
Cl i 4z u 

z z i = 1 
w 

~ ai4w 
4-i u 

i = 1 

Die He th ode zur Para metr isierun g der analytisch gegeb e­

nen Flächen, d . h . zur Besti mm ung de s oener iere nden Ten­

sors A, soll hier nur an gede utet und mit einigen Beispie ­

len ver ansc haul icht 1ve rden . Eine ausführlich e Da rstellun g 
ist in / 11/, / 12/ zu fin den. 
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Ausgehend von ein~ m möglichst einfachen Kegelschnitt in 

e xp li.ziter Dars t ellung , z. ß . der Parabel x = y2 , gewinnt 

man dessen Pa r ame terdar ste l lung und da mi t die generie­

rende f4,_,; , i x . rl ;e r ,, ~:, e rh äl t man durch 1 i neare Transfor ­

mation en di e gene r ie • •1den flatri zen f ür die an de ren Ke gel ­

sc hnitte . Die r a umliehen Flä c he n wer de n dann unt er Aus­

nutzung der Tatsache, da ß ihre Pa r ame t er linie n Keg elschnit­

te s ind, par ame t ris iert . 
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Beispiel: 

Die Parabel X v2 wird parametrisiert und in 

Einheitskreis im Ursprung transformiert . 

J<3[oo} 

y y 

~[0~1} 

p1 !001J X 

Bild 3.4: Parabel x y2 und Einheits kreis 

Mit der Parametrisierung x = u2 

y = u 

w 1 erhält man 

den 

Kd101] 

X 

q (u) 
Parabel [x(u),y(u),w(u)] =[/ u 1]-[~H] (3 . 8) 
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mit P als generierender Matri x. 

Die Transforma t ion 

[ ! - 2 

-l] [ u2 u l [ 0 - 2 - ~] (3 .9) q 2 - 2 2 
Parabel 1 0 0 

k 

lie f e rt de n oberen Halbkreis /13/ . Di e homogenen Koo r-
dinaten sind 

X = - 2 u + 1 
y - 2 u2 

+ 2u 
\~ = 2 u

2 - 2 u + 1 

Ei nen Zylinder mit der Z- Achse als Ro t ationsachse erhä l t 

[! 

0 

001 0 0 0 
0 0- 2 
0 8 1 

man, wenn 

X = -2 U + 1 -

[! 

0 

001 0 0- 2 
0 0 2 
0 0 0 

y 

( 3. 10) 

[! 

0 0 

il 0 2 
0- 2 
0 1 

z = -
r ~ 0 

001 0 0 2 

l~ 
0 0- 2 
0 0 1 

y .. / / . ... :( ' 
·./ . 
'y /\·· 
'( ,/ 

\ 
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\ 
\ 

Bi ld 3.5 : Zylinder nach Gl. (3 . 10) 

Hyper bolisches Paraboloid: Z x2 _ v2 

[! 

0 00] 0 0 0 
X - 2u +1 - A 0 0- 2 

X 0 0 1 

[! 
0 001 0 0 0 y - 2v+ 1 Ay 0 0 0 
0-2 1 

[0 0 001 4u 2- 4u-4v 2+4v 
0 0 0 4 

z = Az 0 0 0 - 4 
0-4 4 0 

[00 00] w 
Aw 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 1 

;\ 

( 3 . 11 ) 
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'z 
Bild 3.6: Hyperbolisches Paraboloid nach Gl. (3.1 1 ) 

Kugelf läche: i + i + / 

x = (Zu-1 ) · ( - Zvz+Zv) 
- Ax 

y z z ( - Zu +Zu) · (-Zv +Zv) - Ay 

z z (Zu -Zu+1) · (Zv-1) Az 

w z z (Zu -Zu+l)·(Zv - Zv+1)- Aw 

[~J ~ ~ol 
0 z-z 

[

0 0 0 0] 0 4 -4 0 
0- 4 4 0 
0 0 0 0 

[

0 0 0 0] 0 0 4- Z 
0 0 - 4 z 
0 0 Z-1 

[

0 0 0 0 l 0 4-4 z 
0-4 4- z 
0 z-z 1 

( 3. 1Z) 
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Bild 3.7: Kugelfläche nach Gl. (3.1Z) 

3.Z.Z Empirisch gegebene Flächen 

Nach Coons /1/ werden Flächen durch Aneinandersetzen 
von Teilflächen, sog. Patches oder Pflaster beschrie­
ben. Die Gesamtfl äch e mit den Para metern (u ' , v ' ) wird 
so unterteilt, daß gilt: 

0 ~ u~ ~ u' ~ uj+l ~ u' u' 1 , 2 ' 0 0 ' 
m 1 m m 

!: V~ ~ v' ~ V j + 1 s v' 0 v' 1 '2 ' .. ' n J n n 
( 3. 13a ) 
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Für das Pflaster mi t den Paramete rn ( u, v) soll gel ten: 

~ 5 f u i + 1 ~ 
i 

0 '1 '2 ' .. ' 0 u i u Ui m, 

0 ~ vj ~ V ~ 
V j + 1 f v. j_ 0 '1 '2 ' .. ' 

J n, 

Der Zus ammenh ang zw ischen Gesa mtfläche und Pflaster 

ist dann geg eb en durch 

u = u ' ( mo d 1 ) 

v = v' ( mo d 1) 

u 

v' 

i + u 

+ V 

Bild 3.8 verdeutlicht dies in der u' - v' -Ebene. 

v' 

n 

3 

1,6 

1:( 
' 1 

q5 

0 

mn ga.nz 
I 

0 1 2. 3 
qz q6 1Z 

B ~ ~j 3 . 8 : Darstellun9 der Parametrisierung 

m u' 

m-1 
( 3. 13b) 

n-1 

( 3. 13c ) 
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Sind Pflaster nicht als Funktion zweier Variabler ana ­

ly t isch gegeben, so müssen sie aus einfacher en Date n , 

d. h. aus Punkten und Tangentenvektoren (Ko nsta nten ) 
oder Kurven (Funktionen einer Variablen) aufgebaut wer­

den. Prinzipiell bestehen dazu drei Hög lich ke iten /14/: 

1) Definition durch Kartesisches Produkt 

werden mit P(u,v) die Daten zur Definition und mit Q(u,v) 
die Punkte des berechneten Pflasters bezeichnet, so is t 

die Fläche durch das Kartesi s che Produkt folgendermaßen 
definiert: 

Q(u,v) = t t= 
i=o j =o 

P(u. v.)·U. ( u ).v. (v) 
1 , J 1 , m J , n ( 3 . 14 ) 

wobei Ui ,m ( u) und Vj ,n (v) Interpolat i ons- oder Approxi ­
mationsfun kt ione n sind. 

In Mat rizenform wird Gl. (3.14) 

T -
U • P • V Q ( U, V) = ( 3. 15) 

V (V) o, n V mit u u ( u ) o,m 

u. ( u) 
1 ,m bzw. V. 

J 'n 
(V) ( 3. 16 ) 

u m,m ( u) V n,n (V) 

P(u v ) o, n 
1" P(u v ) 

0, 0 
P ( U V.) 

0, J 

p ( U • • V ) 
1, 0 

p ( U. V . ) 
1 ' J 

( 3 . 1 7) 

p ( U V· ) m, o P(u V ) 
m, n 



un d p ( U. V.) 
1 , J 

Gl. (3.14) bzw. Gl. (3.15) 

Schrittweiten Au und AV 

die der Rasterung 1+6u • 
.e.u 

wird vorausgesetzt) in der 

V 

1 

l 
V 

f 

0 
0 -l.&.u f-

1 u. 

3-16 

( 3. 18) 

beschreibt das Pflaster bei 
durch die Anzahl von Punkten, 
l+Av {konstante Schrith1eite 
6V 

u-v-Ebene entspricht (Bild 3.9). 

Bild 3.9: Kartesische Produkt Fläche 
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Die "Kartesische Produkt"-Fläche wird, wie aus Gl. (3.14) 

zu erkennen ist, durch konstante Werte P (ui ,vj), also 
durch Punkte oder Tangentenvektoren bestimmt. Die Form 
des Pflasters wird zusätzlich durch die Wahl der Inter­
polations- oder Approximationspolynome beeinflußt. 

2) Definition durch eine Ku rvenfamilie ( "Loftin g") 

Bei diesem Verfahren sind u- oder v- Kurven die Bes tim­

mungsgrößen des Pflaste rs. Die Punkte Q(u,v) werden durch 
Interpolation oder Approx i mat ion dieser Kurven be rechnet : 

Q ( U, V) = 

oder Q(u,v) 

i=o 
n 

Plu. v)· U. {u) 
' 1, 1 ,m 

L P(u,vj). vj,n(v) 
j=o 

In Matrizenform wird 

T 
Q(u ,v) = U • l'(v) ( 3. 19a) : 

( 3. 19a) 

( 3. 19b) 

( 3. 20a) 

[ U (u) . .. u.(ul ... U (u~. P(u v) 
o,m 1,m m,mJ o, 

p ( U. V) 
1, 

p ( U. V) 
m, 

( 3. 19b); Q ( U, V) 1'( u) • V (3 . 20b) 

Bei der Anwendung des "Lofting" wird a l so das Pflaster 

durch die Anzahl von Kurven dargestellt, die der Raste­

runq 1+.6 u oder 1+ 6 v auf der u- oder v- Achse in der 
- ~--~ 

Parameterebene entspr i cht (Bild 3 . 9). 



V 
.., 

0 

Gt.(3.1Jb) 

0 

Bild 3.9a: "Lofting" 
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1 u 

Werden die Kurven P(u. v) bzw. P(u,vJ. ) durch Interpo-
l. 

lation oder Approximation gewonnen, d.h. ist 

n 

L z. B. p ( U. V) 
1. 

j=o 
P(u. v.)• V. (v), 

1 , J J , n 
( 3. 21) 

so erhält man durch Einsetzen in Gl. (3.19a) wieder 

die Kartesische Produkt-Fläche nach Gl. (3.14). 
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3) Definition durch zwei Kurvenfamilien (Verallge­
meinertes Coons'sches Verfahren) 

Bei dieser Methode sind u- und v- Kurven die Best im­

mungsgrößen des Pflasters. Sie können, abgesehen von 
der Einschränkung 

p ( u. V )I 1. 

V=V. 
J 

( 3. 2 2) 

wie be i m "Lofting" beliebig gewählt werden. Die Punkte 

Q(u,v) des Pflasters werden durch Interpolation oder 
Approximation der beiden Kurvenfa milien berechnet. Aus 

Gl. (3.22) folgt, daß bei additiver Oberlagerung der 

beiden Pflaster nach Gl. (3.19a) und Gl. (3 . 19b) die 

Bestimmungsstücke P(ui ,vj) des Pflasters dop pe lt einge-
hen. Um dies zu vermeiden, muß deren Beitrag, der mit 
dem Kartesischen Produkt nach Gl . (3.14) identisch ist, 

einmal subtrahiert werden (dies ist besonders einleuch­

tend, wenn man den Fall der Interpolation Q(ui,vj ) eP(ui,vj) 
betrachtet): 

Q ( U, V) ~ 
i=o 

n 

P(u. v)·U. (u) + \ 
1, 1,m L_ 

j=o 

-t t 
i=o j=o 

oder in Matrizenform 

Q ( u, V) = UT • Jl" ( v) + Jl" ( u) • V - UT • ]l" • V 

P ( u , V j )·V j 'n ( V ) 

( 3. 23 ) 

( 3. 24) 

Bei der Defin ition durch zwei Kurvenfamilien wird das 

Pflaster durch die Anzahl von u- ~v-Kurven dargestellt, 



V 

1 

t 
4V 

I 

0 
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die der Rasterung 1+Au und 1+ Av auf der u- und v-
u -- V 

Achse in der Parameterebene entspricht (Bild 3.10). 

0 - A!.l - 1 u 

Bild 3.10: Definition durch zwei Kurvenfamilien 

Es ist leicht einzusehen, daß die Definitionen durch 
Kartesisches Produkt und "Lofting" Spezialfälle der 
Definition durch zwei Kurvenfamilien sind . Mit der 

Appro ximation nach 

Gl . ( 3. 21) p ( U • V) 
1' P(u

1
. v . )·V. {v) 

' J J 'n 

bzw. P(u. v . )•U. (u) 
1 , J 1 ,m 

3-21 

wird aus Gl. (3 .23 ) : 

~ (~ P(u. v.)·V. {v))·u. L L_ 1, J J ,n 1 ,m 
i=o j=o 

Q ( U, V) ( u) 

n 

+L P( u ,v . ) · V. ( v ) 
J J 'n 

j=o 

P(u. v.)·U. {u).V. (v ) 
1 , J 1 ,m J, n 

Q ( U, V) P(u,v.)· V. ( v) 
J J , n "Loftin g" Gl. ( 3.19 b) 

n ( m 

=~ ~ P(u . v . )·U. {u))·V. (v ) 
1 , J 1 ,m J, n "Kartesisches 

Pr odukt " 
Gl. (3 . 14 ) 

Es steht also eine Hierarchie von Flächendefinitionen 
zur Verfügung , wie sie in Bild 3.11 dargestellt ist. 

In den weiteren Ausführungen wird die Flächendefinition 
durch Kartesisches Produkt nach 

Gl. (3.15) Q ( u , V) = UT· 1' · V 

angewandt. Dies geschieht aus folgenden Gründen ; 

1) Die Bestimmungsstücke für diese Flächendefinition 

sind Punkte und Tangentenvektoren, also konstante 
Werte. Sie sind für den Benutzer einfacher anzuge­
ben a l s Kurven (Funktionen einer Variablen ), wie sie 
für die Definitionen durch eine oder zwei Kurvenfa­
milien benötigt werden. 
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antZ.{ytisch !Je(JUJe.nt: 
Fläche 

Dt:/ifJitiM durch 
Z Jlurvt:n {fl,.,i{;en 

•J<r:ufesiscl.es 
Pro<iulrt • 

Bild 3.11: Hiera rchie der Flächendefinitionen /15/ 

2) Diese Flächendefinition erfordert den geringsten 
Rechenaufwand, was in Hinblick auf die anges t rebte 
Echtzeitberechnung mit einer speziell e n Hardware 
wichtig ist . 

3) Die gegenüber den beide n anderen Flächendefinitionen 
geringere Approximationsgenauigkeit / 14/ ist aufgrund 
der beschränkten Auflösung der Sichtgeräte be deutungs -
1 OS. 
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4) Ein Großt e il der be kannten, produktiv ein gesetzten 
Entwurfssysteme arbeitet mit der Flächendefinition 
durch Kartesisches Produkt. Als Bei sp iele seien 
genannt: "Syt~me UNISURF" bei Renault / 8/, "N umerical 
Master Geometry" bei BAC /16/. 

Im folgenden werden nun die Interpolations- und Appro­
xima tionsverfahren untersucht und danach wiede r um eine 
Auswahl nach den Kriterien "E i nfache Ha ndhabung für den 
Benutzer" und "Geringer Rechenaufwa nd bei de r nu merisc hen 
Auswertung" getroffen. 

3.3 Interpolation 

Die Interpolation wird durch die Beziehung 

Q( u . v.) E P(u. v.) 
1 , J 1 , J ( 3 . 25) 

charakterisiert. Werden neben Punkten auch Tange n­

tenvektoren zur Bestimmung des Pflasters vorgege be n , 
so muß zusätzlich gelten 

d Q ( U. V . ) d P (u . v.) 
1 , J 1 , J P ( U. V . ) ( 3 . 26) 'du - dU u 1 , J 

d Q(u . v.) '"()P(u. v.) 
1 , J 1 , J P ( U . V.) ( 3. 2 7) 't>v - ~V V 1 , J 

2 
"rh(u. v . ) 'd Q( u. v.) 

1 , J 1 , J p ( U. V ) ( 3. 28) '0 u'd v - 0UV V 
uv 1 , j 

Die Interpolationsfunktionen Ui ,m(u) und Vj ,n(v) müssen 
s o gewählt werden, daß das Pflaster 

Q(u,v) = UT· F· V 

die o.g. Bedingungen erfüllt. 
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3. 3.1 Lagrange-Interpolation 

Werden zur Bestimmung des Pflasters nur Punkte 

P(u. v.) vorgegeben, so ist die Bedingung 
1 , J 

erfüllt, wenn für die Funktionen U. (u) und V. (v) 
1 ,m J , n 

die Lagrange'schen Interpolationsfunktionen 

m 

Li ,m ( P) 1r 
k=o 

k#i 

mit der Eigenschaft 

f= 
i=o 

(p-pk) 

~) 

für i 

sonst 

k 

eingesetzt werden. Werden (m+1) · (n+1) Punkte als 

Bestimmungsstücke vorgegeben, so berechnet sich das 

Pflaster aus 

Q ( U, V) 

r

P(u v ) . . . P(u vJ.) ... P(u
0 

vn) 
0' 0 0' ' 
. . 

P(u. V ) . . . P(u
1
. VJ.)··· 

1' 0 , 

L (V) o,n 

P(u. v ) . •...... . .. .. . P(um vn) L n(v) m, o , n, 

( 3. 

( 3. 

( 3. 

Beispiel 1: m 3, n 
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j 
z 

Gl. (3.29) für m = 3 bzw. n = 2 ausgewertet und in Gl. (3 . 32) 
eingesetzt, ergibt: 

9 
Q(u,v)= z· 3u 

( u- 1 ) 

1 P(O,O) P(0,-
2

) P(0,1) 
) ) 

P ( ~ 0) P( 2 1 ) P( 2 1) 3, J 3,2, 3 

1 P(1,0) P(1,-
2

) P(1,1) 
I ) 

1 
2 (v -z)(v-1) 

1 2v(v-2 ) . 

Bild 3 . 12 zeigt die Lagrange-Polynome dritten Grades Li,
3
(p), 

O'p ~1. In Bild 3.13 ist das Pflaster nach Gl. (3 . 34) dar­
gestellt. 

~_.12: Laqranae Pnl vnnmo >;;~ ~ - , 

( 3. 
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Bild 3.13: Pflaster nach Gl. (3.34) 

Beispi el 2: 
m = n = 3 , "16- Punkte - Flä che" 

Mit Gl. (3.34) erhält man da s Pflaster aus 

Q ( U, V) = 

1 2 T 
- 1(u -3 ) ( u-1 )(u -1 ) 

9 3 2 2" u ( u -3- )( u -1 ) . 
1 - 3u(u -3 ) (u -1 ) 

u(u --} ) (u - ~) 

P ( 0 , 0 )1P ( 0 , -} )
1
P ( 0 .~ ),P ( 0 , 1 ) 

1 
p (1, 0) . 

2 
P( 1 , 0). 

P(1,0). P(1,1) 

( 3 . 35) 

1 2 
-1 (V - J) (V -3 ) (V -1 ) 

2 3v (v -3 ) (v-1) 
1 - 3v(v-3 ) (v - 1) 
1 2 v( v-3 ) ( v-1 ) 

Bil d 3.14: "16-Punkte-Fläche" 

Die La gran ge-Inte rpolation hat nebe n dem Vor teil der 

einfachen Bestimmung durch Ang abe von Punkten viele 
Nachteile: 

1) Die Pflaster können in der Re gel nur mit Stetig­

keit nullter Ordnung aneinanderge fügt werden, d.h. 
am Obergang zwisc hen zwei Pflastern tritt eine 
Kante auf. 
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2 ) Der Grad de r Inter po lationsfunktionen hängt von 
der Anzahl der Bestimmun gsstücke ab. Entsprechen­

des gilt für den Rechenaufwand zur numerischen 
Auswertung. 

3 ) Vo m fünften Grad aufwärts zei gt die Lagran ge-I nter ­
polation eine unerwünschte Welli gk eit. 

3.3.2 Hermite-Interpolation 

Damit Pflaster kantenfrei aneinandergefügt werden kön-
nen müs sen neben Punkten P(u. v.) auch Tangentenvek-

' 1 , J 
toren p (u . v.) p (u. v.), P (u. v.) vorgeschr i eben 

U 1, J ' V 1, J UV 1, J 
~~erden, wie Bild 3.15 veranschaul1cht . 

Bild 3 .1 5: Bestimmung des Pf l asters durch Punkte und 
Tangentenvektoren 
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Das Pf l aster muß dann die Bedingungen nach Gl . (3.25) 

bis Gl. (3.28) erfüllen . Die Vektoren U und V der 

In t erpolationsfunktionen gewinnt man folgendermaßen /17 /: 

Q ( U, V) 

mit N 

M 

-1 T - 1 
( N • U) • Jl" . (M · v) 

m m 
uo . . .. ur 

uo 
m- 1 

[u .... 0, 

[ v ... . 0, 

u r 

u 
r 

u 

m-1 

r, 

vs, 

m- 1 
mu r+ 1 

m-1 . ..... mum 

m-2 
(m-1)ur+ 1 

m-2 ... (m - 1)u m 

0 0 

u•r+l, u 'm] 

V 
0 

S+1, . . . v'n] 

N und M sin d Ma t rizen vom Va ndermonde - Typ /18/ und 
nic htsingulär, da alle ui und 
sch ieden sind. 

m u u V = 

u m-1 

u 

P(u V ) r, o 

u! bzw. 
1 

n 
V 

V 
n-1 

V 

v. und 
J 

V.' 
J 

ver-

(3. 36 ) 

( 3. 37) 

( 3 . 38) 

( 3. 39) 

( 3. 4 0) 

p u (ur+ 1 , v o) 
( 3. 41) 
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Beispiel 3: Biku bisc hes Pflaster ( m = n = 3) 

Die 16 Besti mmungsgrö ßen des bikubischen Pflasters 

sind mit der Vorgabe der 4 Ec kpunkte und den 3 Tan ­
gentenvektoren in jede m dieser Eckp unkt e qegebe n . 

Gl. (3 . 41) 1-1 ird mit u
0

= ur+ 1 = 0 , ur= um = 1, 

v0 = vs+ 1 = 0 , vs vn = 1 : 

V p ( 0, 0 ) p ( 0, 1) p V ( 0 ,0 ) p V ( 0,1) 

p ( 1, 0) p ( 1 , 1 ) p V ( 1 ,0 ) p V ( 1 , 1 ) 

p u ( 0, 0) p u ( 0, 1 ) puv (O ,O) pu v( 1 , 1 ) 

p u ( 1, 0) p u ( 1 , 1 ) pu v( 1, 0) puv ( 1,1 ) 

Gl.(3 . 37): N 1·1 

[l 
0 3 ..-. N- 1 M- 1 

[-; 
- 3 0 

0 z 3 0 
1 1 - z 
0 0 - 1 0 

0 
0 

0 

1·1it Gl. (3.43) werden die Ve ktoren der Interpolat i ons ­
fun ktionen 

z -3 0 3 Zu 3 - 3uz + 1 Ho, 3 ( u) u 

- z 3 0 0 z - Zu 3 +3 u z 
H 1 , 3 ( u) u 

-z 0 u 3 u - 2u 2 + u Hz ,3 ( u) 

-1 0 0 3 2 
H3, 3 ( u) u - u 

V - 1 ( M · V) entsprech e nd Gl . ( 3. 44). 

( 3. 42 

( 3. 4J 

( 3 . 44 
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und das bi kub is che Pf las te r 

T 

Q ( U, V) [ H i , 3 ( u )] · V · [ H j , 3 ( v) J ( 3 . 4 5) 

Die Po lynom e Hi , 3 (p ) sind mit de n von Coons 111 be ­
nutzt en "B len ding f unct ions" identisc h (B i ld 3.16). 

H 

-1 

------~----
H33 

' 

Bild 3 . 16: Hermitep o lynome dritten Grades 

Zahlenbei spiel des Tensors T' für Bi 1 d 3 .1 7: 

[X I y J 
- 3 

1 

0 

0 

11 

- 5 

-z 

11 - z 
- 6 -2 

@o 
1 0 
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Bild 3.17: Bikubisches Pflaster 

Die Hermite-lnterpolation erlaubt prinzipiell das 
kantenfreie Aneinanderfügen von Pflastern (Q(u' ,v') E: c1). 
In der Praxis erweist es sich jedoch als äußerst schwie­
rig, die Tangentenvektoren anzugeben. (In /17/ ist eine 
Möglichkeit zur näherungsweisen Bestimmung der Tangen­
tenvektoren dargestellt.) Die numerische Berechnung 

wird erschwert, wei 1 die Beträge der Vektoren P ,Pu und 
Puv sich mit unt er um Größenordnungen unterscheiden (siehe 
o . a . Za hl enbeispie 1 des Ten sors P für Bild 3.17 ). 
Die He rmi te -ln terpol atio n weist im übrigen die Nachteile 
der Lagrange-Interpolation auf. 

3-33 

3.3 . 3 Bikubische Splines / 19/ 

Dieses Verfahren kann als ein Sonderfall der biku­
bischen Hermite-Interpolation nach Gl. (3 .45 ) an­
gesehen werden, bei dem die Tangentenve ktoren nur 
auf den Randkurven der Gesamtfläche vorzugeben si nd. 
Aus diesen Randbedingungen werden die Tan gen te nv ek ­

toren Pu, Pv , Puv an den 4 Ecken der einz elnen Pf la ­
ster mit der Nebenbedingung 

Q(u',v') € c2 

(2-mal stetig 
d i f f e re n z i erb a r) 

u' E 

V ' € 

[ u ' u ' ] o , m 

[V' V'] o, n 

rekursiv berechnet. Di e Gesamtfläche Q(u ;v') wi rd 
aus bikubischen Pflastern 

uj_1 f u' ~ u. 
1 

V J -1 f v' ~ vj 

( 3. 46) 

( 3. 4 7) 

mit zweimal stetig di fferenzierbaren Obergängen zu­
sammengesetzt. 

Die Interpolation mit bikubischen Splines hat folgende 
wesentliche Vorteile: 

1) Der Benutzer muß nur die Tangentenvekt oren am Rand 
der Gesamtfläche angeben. 

2) Die Gesamtfläche ist überall zweimal stetig differen­
zierbar. 

3) Unabhängig von der Anza hl der vorge gebenen Bestim­

mungsstücke wird immer mi t dense lb en Polyno men drit­
ten Grades interpoliert. 
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Als Nachteile sind zu nennen: 

1) Bei Veränderung einer Bestimmungsgröße ändert 
sich di e Gesamtfläche. 

2) Die Berechnung der Tangentenvektoren erfordert 
umfangreiche Matrizenoperationen, die beim inter ­
aktiven Verändern von großen Flächen die Antwort ­
zeit des Graphics Systems sehr verlängert /19a/. 

3 . 3.4 Gebr ochen rationale kubische Funktionen 

Wie schon in Abs chnitt 3.2.1 dargestellt, werden bei 
diesem Verfahren homogene Koordinaten angewandt. 

Gl. (3.1): q 

q 

[xyzw] ~~· [ XYZ1] 

w. [ Q 1] 

Die üblichen Koordinaten erhält man du r ch Div i sion 
nach Gl. (3 . 2): 

[~ .9. 
w 

Y... 
w 

z 
w 

Die bikubischen Flächen werden damit 

q ( U, V) 
T -

U • p • V und 

T - V 
~ 
UT· p · V 

w 

wobei u und V die Vektoren mit den entsp re chen den 
Interpolationspolynomen s ind . Werd en di e Hermite­
polynome nach Gl. (3 . 44) gewäh l t , so erhält ma n die 
von Coon s/ 20/ angewandte sog . "Endpoint Derivative 

Form": 

(3.48) 

(3.49) 

( 3 . 50) 

( 3. 51) 
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q ( U, V) [F0 (o}, F1 (o}, G0 (o}, G1 (o}] · P · ['' (•}] 
F1 (v) 
G (v) (3.52) 

0 

G 1 (V) 

mit F ( u) H o ,3(u) G
0

(u) Hz, 3 ( u) 0 

Fl ( u) Hl '3 ( u) G1(u) H3,3(u) (3 . 53) 

un d p [ P Pw] 

Da üblich e rweise nurPangegeben werden kann, müssen 
die homogenen Koordinaten pw durch zusätzliche Anga-
ben wie Punkte und Steigungen bestimmt werden. Dies 
bedeutet, daß gegenüber den anderen Interpolationsver­
fahren zu sätzliche Freiheitsgrade bei der Flächenbe­
s timmung vorhanden sind. Dieser Vorteil ist allerdings 
nur dem mathematisch versierten Benutzer zugänglich. 
Ein e bemerken swerte Eigenschaft der gebrochen rationalen 
folyn ome ist ihre Invarianz gegenüber einer Reparame ­
trisi erung. Wird der Parameter u bilinear transformiert 
und durch 

t a·u+b 
c:u+a ( 3 . 54) 

ers etzt, so bleibt die Form der u-Parameterlinien 
(v = konst ) erhalten . In Bild 3.18 werden die Ergeb­
nisse einer mehrmals parametrisierten Kurve über­
einander dargestellt . Punkte gleichen Parameterwertes 
wurden miteinander verbunden. Man erkennt, daß durch 
Reparametrisierung ein gutes "Spacing " erreicht wer­
den kann und bei einer Flächendarstellung durch Para­
meterlinien di e Parametrisierung den optischen Eindruck 
der Flä che wesentlich bestimmt . 



3-36 

Bild 3.18: Familie invarianter Kurven /21/ 

Die Darstellung mit homogenen Koordinaten erfordert 

wegen der nach Gl. (3.51) durchzuführenden Division 
gegenüber den anderen Verfahren einen hö~eren Rechen­
aufwand. Im Hinblick auf eine schnelle Flächenberech­
nung mit Hardware-Unterstützung wird deshalb diese 
Darstellung im weiteren nicht mehr betrachtet. 
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3.4 Approximation 

Die meisten in Computer Graphics angewandten Verfah­
ren zur Flächenapproximation beruhen auf der Bezier­
Approximation /8 /. Zur Bestimmung des Pflasters müs­
sen nur Punkte vorgegeben werden. Verbindet man sie 
entsprechend ihrer lndizierung geradlinig miteinan­
der, so spannen sie ein räumliches Polygonnetz auf, 
dem in der u-v-Ebene ein Rechteckra ster entspricht. 
Die das Polygonnetz definierenden Punkte liegen im all­
gemeinen nicht auf der Approximationsfläche und werden 
deshalb zur Unterscheidung als Stützstellen Sij, 
i = 0,1, .. ,m, j = 0,1, . . . ,n bezeichnet. Die dazu kor ­
respondierenden Flächenpunkte werden Pij = Q(u; ,vj) 
genannt. Analog Gl.(3.15) wird das approximierende 
Pflaster nach 

Q ( U, V) (3.55) 

berechnet. 

3.4.1 Bezier-Approximation 

Bei dem von Bezier angegebenen Approximationsverfah­
ren werden Kurven und Flächen durch Polygonseiten de­
finiert /8/. Um alle Verfahren einheitlich darstellen 
zu können, wird in dieser Arbeit eine modifizierte 
Bezier-Approximation /2 2/ angewandt, die nicht die Po­
lygonseiten sondern die Polygonstützstellen als Be­
stimmungsstücke enthält und nach Gl. {3.55) zu berech­
nen ist. Die Approximationsfunktionen 

( m i m-i . Bi,m P) = (i)·P·(1-p) , 1 = 0,1, ... ,m. (3.56) 

dieser modi fizierten Bezierapproximation sind ide ntisch 
mit den Ba sisfunktionen der Bernstein-Polynome Bm(fjP), 
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VI elehe die Funk tion f: (0 ,1 ) - R ap prox imi ere n: 

t ( 3. 57 ) i m i m-i > f (- )·( .)· p · ( 1-p ) , m_l. m 1 

i =o 

De ren Ei gensc haften sin d a usfü hrlic h in / 23 / dar­

gestellt . Bi ,m(p) i st aus der Wahrsc heinli ch kei t s­

rech nu ng als Binominalverteilung bekannt : 

We r de n m unabh ä ngige Versuc he durchgeführt und ist 

be i jedem dies e r Versuc he die Wahrschei nlichkeit 
de s Ereign is s es E gleich p , o~ p~ 1, so ist die Wah r­
scheinlichke i t für i-mali ges Au ftreten (ofif m) von 

E gl eich B. (p) , o~ B . ( p ) fl. 
1 ,m 1 , m 

Hieraus fol gt die Eige nsc haft 

B. (p) E 1 
1 ,m ( 3. 58) 

i =o 

Bild 3 .1 8a: Binomialverteilun g Bi, 3 (p) 
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Gl. (3.57) lä ßt sic h l e i cht a uf Fun ktion e n zwe i er 
Variabler a usdehne n. Betracht et man das Polygonn e t z 
S ={s . . . i = 0 , 1 , ... m, j = 0,1 , .. n1 als Funktion 

l J , 'f 
zweier Variabler und sch reibt 

s .. = s( .!. il , 
l J m, n (3. 59) 

so berechnet si ch dess e n Be rn st e i napproxim a tion 
m n 

LL B. (u)·S( j_ j_ )·B. (v) (3 . 60) 1, m m, n J,n aus Q ( U, V) 

i= o j =o 

[B. (u)] : -s--[ B. (v)J 
1 ,m J, n 

Die Eigenschaften dieses Pflasters ergeben sic h aus 

den Eigenschaften der Funk ti onen Bi ,m ( p) /24/ : 

( 3. 58) : 

für pE ( 0 , 1) 

B ( 0) o,m F , Bj ( 1) 
o , m 0 

1 ' 0 

(Der obere Index gibt die Ableitu ng nac h p an.) 

Die Symmetrie bezüglich p 

und Bild 3.1~zu e r kennen : 
0,5 ist aus Gl. (3 . 56) 

( 3. 61 ) 

( 3 . 62 ) 
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Bj { 0) 
1 ,m 0 O~j<.i 

( 3. 6 3) 
Bi ( 0) m! 

1 ,m Tiß=T}! l 1~i~m-1 

Bj ( 1) 
1 ,m 0 O~j<.(m-i) 

8 (m-i){l) ( _1 ) m- i m! 
1 ,m \ffi-llT 

s1 (.!..) = 0 , 1 f i ~ (m-1) bedeutet: das f1aximum 
1 ,m m 

liegt beim Parameterwert ~ ~ m Die Stützstellen 
S .. haben demnach bei Q (! ~) = P

1
.J. den größten Ein -1J m,n 

fluß auf die Form des Pf l asters. Wegen 

B ( 0) o,m B ( 1) o,m 0 und 

B ( 0) m,m folgt, daß 0 B ( 1 ) m,m 

allgemein nur die 4 Eckpunkte des Polygonnetzes 
auf dem Pflaster liegen 

o,m , j o, n 

( 3 . 64) 

( 3. 65) 

und die Randkurven des Pflasters nur von den Poly ­
gonen am Rand des Netzes abhän gen : 

(u ,~) [ r .. Q B. ( u) . "S" (! ~) j o, n 1 ,m m ,n 
( 3. 66) 

bzw. Q i "5"(.!.. 1.) [s. ( v l] o ,m (- v) m, m,n J, n 
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Für die Ableitu~gen in den 4 Eck punkte n gilt 

m! 
q L (-1 ) q-i · ({l·S(~J l ,j =o, n 

i =o 

1.9. Q(u ,~), 
II uq 

u=o 
(m-q)! 

( 3. 6 7) 

b Q(u ,~), 
d uq 

u=1 
t 

i=o 

m! i q m- i j (-1) ·(. )·S(-,-),j=o,n 
1 m n (m - q)! 

Die Ableitungen nach v werden analog berechnet. Gl . (3 .67) 
besagt, daß die q - te Ableitung im Anfangspunkt Q(0 ,1.) ab-

. . n 
hängig ist von den Stützstellen S(O,~) bis S(S ~) und im 
En dpunkt Q(1,1.) von den Stützstellen n S(~ .J..)mb~s S(~ 1.) 

n m ,n m ,n 
der Polygone am Rand des Netzes (j = o,n). Damit sind die 
Polygonseiten in den Ecken Q(.!.. 1.), i = o,m, j = o,n die m,n 
Ta ngen t en an die Randkurven des Pflasters. 

Fü r q = 1 erhält man aus Gl. (3.60) mit Gl. (3.67) eine 
Vorsc hrift für das kantenfreie Zusammenfügen zweier 
Pfl aste r : 

1 n 

LL 
i=o j =o 

1- i 1 i j 
· ( - 1 ) · ( . )·S (- - )·B . ( v ) 

(r.-1)! 1 m,n J,n 
m! 

u= o 

n m-t 
i=o 

( - 1)1-i . L 
j =o 

i j 
S (- - )·B . ( v ) m ,n J, n 

n 

m .\ (S( .!. 1.) L_ m,n 
j=o 

m-Z... (S(1,~) 
j=o 

S(O,~n·l ).ß . (v) 
J , n 

S (!!!..:..!. 1_) )·B . ( v ) 
m , n J, n 

( 3. 68) 

( 3. 69 ) 



Beispiel 5: Q ( U, V) 

1 .. 

sr~.~J 

Sfl,1) 

5(A,1) 
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Zwei Pflaster können kantenfrei aneinandergesetzt 
wer de n, wenn ~u(o, v) = C · ~u(l,v) , C>o , ( 3 . 70) 

also wenn die beiden Tan ge ntenve ktore n kollinear 
sind. 

Gl.(3.68) und Gl. (3 . 69) in Gl.( 3.70) erg i bt 

(SI I ( _! .J. ) - SI I ( 0 ) ) )·B . ( v ) 
mii' nii nii J,nl! 

Wegen der Obereinstimmung der Randkurven ist 

ni = nii = n und SII(O,~) = s 1 (1,~) = S(~). 

Die obfge Bedingung ist dann erfUllt, wenn fUr alle 
j gi 1 t: 

( 3 . 71) 

~iehe Bild 3.20). 

In Gl.(3.67) wurden die Ableitungen in den Ecken des 

Pflasters als Funktion der RandstUtzstellen angegeben. 
Umgekehrt kann man zu einer Fläche, die sich in der 
Form 

Q(u,v) = ~ t 
i=o j=o (3.72) 

darstellen läßt, die RandstUtzstellen als Funktion der 
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Abl e i tu ngen in den Ecken berechn en : 

i 

=L 
q=o 

j ) . 
Q( u 'n I' J=o ,n 

u=O 

s ( .!._ i ) 
m,n 

( 3. 73) 

j ) . Q (l,ni'J=o,n 
u=1 

Die res t lichen (m-1)(n-1) Stützs t ellen des Pol y ­
go nnetzes lassen sic h durch Koeffizientenvergleich 
Z l~isch en Gl. ( 3.72 ) und Gl. (3 .60) berechnen. 

Bild 3.20 : Kantenfreies Aneinanderfügen zweier Bezierflächen 

3-4 5 

Au f Grund der bei den Eigensc haften 

und 0 ~ B . ( u) ~ 1 , u € (0 , 1 ) 1 ,m 

der Ap prox i mat ion sfu nk ti onen ist jeder Pun kt der 

Bezierfläche Q(u,v ) eine konvexe Lineark omb ination 
der Stützstellen S . . . Di e Fläche muß deshalb inner-

1 ,J 
halb der konvexen Hülle der Extrempunkte des Poly-
gonnetzesliegen (siehe ßi ld 3 .21 ) . 

S(-1) 

....... . ........ ....... . ........ 
.................... . sc%J 

Bil d 3.21: Bezie r kurve lie gt inner halb der konve xe n 
Hülle der Stützstellen 
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Die ßezierfläche gibt ungefähr die Form des Polygon­

netzes wieder. Unerwünschte Wellen oder Buckel treten 

wegen de r glättenden Eigenschaften der Berns tei napp ro­
ximation / 25/ nicht auf. 

Mit Bezi ers Methode wird das Konstruieren von Kurven 
und Fläc hen einfach . Der Benutzer braucht sich nicht 

um Ab leitun gen nach dem Parameter zu kümmern. Mit den 

von ih m ein geg e benen StUtzstellen kontrolliert er direkt 
die Flächenform . Die Implementierung eines Progra mm s 
zu m Entwurf von 3D-Flächen /26/ auf de m AGT 130 der 
TU8 ha t gezeigt, daß der Benutze r bereits nach kurzer 

übung in der La ge ist, den von ihm gewünschten Kurven­
und Fl ä chenverlauf durch Polygoneingabe zu erzeugen. 

Bild 3.22 zeigt die schrittweise B:zierapproximation 
einer Freihandkurve . Zur ersten Näherung werden die 
Pol ygons tUtzstellen auf die zu approximierende Kurve 
gelegt. Dies liefert die gepunktete Bezier-Kurve . 

Die Bilder 3.23 und 3.24 zeigen Beispiele fUr geschlos­
sene und offene Bezier-Kurven. 

Die Vo rteile der Bezier-Approximation sind: 

1) Einfache Definition durch Polygone. 

2) Pflaster können ohne die Angabe von Tangenten­

vektoren kantenfrei zusammengefügt werden. 

3) Glättende Wirkung. 

Als Nach teile sind zu nennen: 

1) Der Grad der Fläche und somit auch der Rechenauf­
wand ist ab hän gig von der Anza hl der vorgegebenen 
StUtzstellen. 

2) Bei Veränderung einer St Utzste lle ändert sic h die 

gesam te Fläche (ohne Rand). Loka le Än derungen sind 
nicht mögl ich. 

3-47 

Die Bewertung der bisher betrachteten Ve rfahren legt 

den Gedanken nahe, nac h einer Approximation zu suc hen , 
die die Vor t eile der Splines 

- Segmentweise definiertes Polynom 

- gute Stet i gkeit an den Segmentübergängen 

- Er höhung des Freiheitsgrades ohne Erhöhung 
des Polynomgrades 

und die de r Bezier-Approximation 

- leichte Formgebung durch die Poygondefinition 

- kei ne Angabe von Tangentenvektoren notwendig 

- glättende Wirkung 

in sich vereint. Zusätzlich sollte das Verfahren loka­

le Änderungen auf der Fläche zulassen. In den Veröffent­
lichungen /24/ ,/2 7/ Mitte des Jahres 1972 wurde ange­

deutet, daß durch die Anwendung von B-Splines anstelle 
von Bernsteinpolynomen ein Verfahren mit den o.g. Ei gen­

schaften gewonnen werden könne. Dies gab mir Anlaß, die 

Eignung von B-Splines fUr den interaktiven Kurven- und 
Flächenentwurf un d die Hardware-Realisierung eingehend 

zu untersuchen. Eine wesentliche Hilfe war dabei der Auf­
·satz von Schoenberg /28/ "On Spline Functions", in dem 

er die Eigensc haften der B-Splines mit denen der Ber n­
steinpol ynom e vergl e icht. 
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~.-----------------~ S~ 

Bild 3.23: Geschlossene Bezier-Kurve 

Bild 3.24: Offene Bezier-Kurve 

Bild 3.22: Schrittweise Approximation einer Frei-
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3.4.2 8-Spline - A pproxi~ation /29/ 

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Eigenschaf­
ten der B-Spline-Funktionen (G steht für Basis /28/) 
dargestellt. Im n1eiten Teil wird dann ihre f·. nwendung 
im Kurven- und Flächenentwurf gezeigt. 

3.4.2 . 1 Eigenschaf!en der ß-Splines 

Eine ß-Spl i ne-Funktion {kurz: B- Spline) der Ordnung k 
ist ein stückweise (segmentweise) definiertes Polyno ~ 

vo m Grad {k-1), das an den Knoten (Segmentübergängen) 
{k - 2)-mal stetig differenzierbar ist . k zusammenhän-
gende Segmente sind von Null verschieden(siehe Bild 3.25) . 

Die Werte pi der unabhängigen Variab l en an den Knoten 
des Spline seien im Intervall (p

0
,re) wie folgt gege­

ben: 

Po f P 1 {. · · · P i f P i + 1 · · · ~ Pe ( 3. 74) 

·f = (p
0

,p 1 , ... ,pi . .. ,pe) heißt Knotenvektor. 

Dann ist 1-1; ,k(p) e in Spl ine der Ordnung k vom Grad 
(k-1), wenn gilt 

a) t\ ,k(p) ist Polynom von Grad (k- 1 ) in jedem Teil ­

intervall (pi ,p 1 +1 ) 

b) 11 i , k ( p ) E: C ( k- 2 l i n ( P_
0 

, Pe ) . 
;· 

c) r\ ,k(p) 0 für p ( pi ( 3. 75) 

oder anders ausgedrück t 

( 3 . 76) 

d.h.: der Index i gibt den Knoten an, bis zu welchem 
der Spl ine noch lien ~iert Null besitzt. 
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Der B- Spline Mi ,k{p) ist nach de Boor /30/ rekursiv 
aus folgender Beziehung zu berechnen: 

Für k ist Mi ,k{p) definiert als 

für 
sonst 

Der normalisi e rte B-Spline Ni ,k(p) mit der 

Eigenschaft L Ni,k(p) ;: l 
i 

errech ne t sich aus ~1i ,k(p) nach der Formel /30/ 

und mit Gl.(3 . 77) ergibt si ch die Rekursionsformel 

( 3. 77) 

( 3. 78) 

( 3 . 79) 

{3 . 80) 

p - Pi pi+k - P 
p p N,-,k - l(p) + N {p){3 81) i+k - 1 - i pi+k - pi+l i+l,k - 1 . 

Aus Gl.{3.78) und Gl.(3 . 80) folgt für den normalisier-
ten B-Spl ine erster Ordnung 

J: 
pi~p(pi+l 

Ni, 1 ( p) für ( 3. 82) 
sonst 

Ni ,l{p) = H( p - p i) - H ( p - pi+l) , 1·1obe i 

{ p ~ 0 
H(p) für die Sprungfunktion ist. 

p ( 0 
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In Bi ld 3.25 sin d di e Verläufe der ß- Spl i nes 
für k:l bi s k : 4 darg es tellt . 

K•2~ 

Bild 3.25: B-Splines für k 1 bis k 4 

Gl.(3.78) bzw. (3 . 82) impliziert, daß bei zusammen­

fallenden Knoten Pi = Pi+1 

die Splines 1•1i, 1 (p);: Ni, 1 (p) := 0 sind . 

Fallen 1 Knoten zusammen, d.h. ist 

P; = Pi+1 = " .. = Pi +(l-1) 1 € 1,2' ... ' 

( 3 . 83) 
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da nn r e duz ie rt sich di e stetige Differenzierbarkeit 
( k - 2) de r Funktio n t1; ,k(p) an der Stelle pi von C 

au f c(k-l - 1 l . Ein weiterer Effekt i s t, daß der B­

Spline nur noch aus k- 1+1 Segmenten, die verschieden 
von Null s in d, besteht. 

Bi ld 3.2 6 ze i gt für k = 3 alle Mögli chkeiten für das 
Zus amme nfal le n von Knot e n . 

Bil d 3 .2 6: k 3 Zusa mm en f allen vo n Knote n 
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Das Ar beiten mi t ß- Splines wird wesentlich verein ­

facht, wenn die Knoten pi nach Gl. (3. 74) positive 
ganze Zahlen sind. Zu diesem Zweck werden neue Koor­
dinaten eingeführt: 

p' -i - i ~ 0 , 1 , 2 , . . . ,e 

Zwischen den Knoten sol l ge l ten 

OS p S 1 

a 1 so p:p' (mod 1) 

Die Rekursionsformel Gl . (3.81) zur Berechnung de 
normierten B-Spli ne wird damit 

Als Beispie l werden zu den Kurven in Bi l d 3.25 die 
zugehörigen B- Sp l i nes für i = 0 berechnet: 

k=1 

k=2 

k=3 

k=4 

N0,1(p') 

No ,2 ( P' l 

p' ' k- p' ' 
f7I ' NO,k - 1(p ) + ~·Ni+1,k -1 (p ) 

H(p) - H(p - 1) 

p' 3-p ' 
-z·N0,2 + -z--·N1,2 

p; (P ·NO, 1 + ( 1- p) · N 1 ) 

3 p' ( ) 
+ T p·N 1 ,1 + ( 1-Pl·N2,1 

p2 2 1 , 2 
2 . N 0 , 1 + ( - p + p +z) . N 1 , 1 +~ (1 - p ) . N 2 , 1 

p3 1 3 1 2 1 1 
~ - N0,1 + ( -2 p +2 p +2 p+6).N1,1 

( 3. 84) 

( 3. ssr 

( 3 . 86l 
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Die B-S plines mit zusammenfallenden Knoten berec hnet 
man nac h Gl. (3.81) 

N' bedeutet 2- fach Knoten 

N'' bed e utet 3-fach Knoten ~tc. 

Bei sp iel: k = 3 ' = 0 mit dem Knote nvek to r 

f = ( p~ Pi p' P3) (siehe Bild 3 . 26) 
I 2 

t I 
0 1 2 

p ' - p~ 
-----'- · No ,2 
p' - p~ 

+ N'o,3 

P' · No, 2 + 
2- p' 
- 2- · N1, 2 

2- p' 
P'·(pN0,1 + ( 1- p)·N1,1) + - z- ·(pN1 , 1 + ( 1- p)N2,1) 

3 2 p2 1 
(-z P + 2Pl· N1,1 + (--z- P + zl·Nz,1 

Die B-Splines mit einfachen Knoten sin d periodische 
Funktionen mit der Pe riode k : 

( 3. 87) 

Bild 3.27 ze igt die Fami li e der per i odischen 
3 

B- Spl ines 
für 

= 3 : N. 3 I 
l ' i =0 

e = 4 und k 
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Bild 3.27: Periodi s che 8-Splines Ni ,
3 

1
3 

i=O 

Der zugehörige Knotenvektor 

.{) ( 1 1 I I p 1 - p 1 ) (P 1 

~ = P0 , P1, P2, P3, 4 - o = i mod 4) 

läßt sich als geschlossener Kreis darstellen: 

P.,' 

Bild 3.28: "Periodischer" Knotenvektnr 
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B-Splines mit mehrfachen Knoten sind dagegen keine 
periodischen Funktionen. Dies er kennt man aus Bi ld 

3.29, das die Familie der nichtperiodischen E- Spl i nes 
mit e = 8, k = 3 und k-fachem Knoten am Anfang und 
Ende des Intervalls (0, e) zeigt. 

Bild 3.29: Nichtperiodische B-Splines 

f= I 

(Po =p'l=p~ ,p~,p'4 ,p'5 ,p'6=p'y=P'8) mit 

0 ~ % 3 lf. 
I I I I I I 

• p .p; -r;; 1J.' ~ P' .. 
1'.,' ~ 
p~ 1'~ 

NI I 
i ' k 

Bild 3.29a:"Nichtperiodischer" Knotenvektor 

1

5 

i=O 

p' 
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Ein interessanter Sonderfall entsteht, wenn der Knoten ­
vektor ~ nur aus k-fachem Anfangs- und Endknoten be­
steht, also 

e=2k-1 (p~ =Pi=··· pk-1' 

~ 
pk = . .. =p~), 
"--------..-- I I .,_p' 

k-facher Knoten 
k-1 e 

P • I P ~I 
10 1 k 

Was dies bedeutet, soll das Beispiel mit k=3 erläutern. 
Nach Gl. (3.81) gilt: 

N" ' 0,3 

N" 0,3 

p' 

p' 
2 

.;;..(P·Na,1 + 

I 
:O 

2 
(1-p)·N2,1 

p' - Pi 
. N 1, 2 p' - p' 3 1 

p'.(p·N1,1 

I 
;:0 

Nl,3 = 2p(1-p)N2,1 

+ 

(1-p)·N1,1) + 

I 
:O 

p' p' 
+ 4 

p' - P2 4 

Aus Symmetriegründen ist 

.u.:.p.(p·N1,1 + ( 1- p). N2, 

I 
:o 

N2 ,2 

( 1-p). NJ,! 

I 
:o 
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Dieses Ergebnis erhält man auch aus der Formel für 
die Bernsteinpolynome 2-ten Grades : 

Satz: 8-Splines der Ordnun g k sind identisch mit 

Bernsteinpolynomen vom Grad (k-1), falls die B-Spl ine 
aus einem Segment besteht, das von zwei k-fachen Knoten 
begrenzt ist (Beweis /28/): 

( k-1) 
N' 
i. k (p; 0,0, .. 0 • 0, ....___.... 

k 

1, 1, ... , 1):B. k(~ 1) 
------ 1, 

k 

3.4.2.2 B-Spline-Kurven und -Fläch en 

( 3 0 88) 

Analog zur Definition der Bezierfläche Gl. (3.60) wird 
die B-Spline-Fläche definiert als 

Q(u',v')=t 

i=o 
( 3 0 89 ) 

wobei der Tensor~ wieder die Koordin a ten der Stützstellen 
des Polygonnetz~s enthält . 

Im Unterschied zur Bezierapproxi mation, bei welcher der 
Grad der Fläche von der Anzahl der vorgegebene n Stütz ­
stellen bestimmt wird, kann der Benutzer bei der B-S pline­
Approximation den Grad (k - 1) , ( l-1) de r Fl ä che sel bs t 
wählen aus 

2 !: k ~m+ bzw. 
2 ~ ~ n + ( 3 0 9 0) 
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Zusä tzlich kann zwischen periodischen und nic ht­
perio d ischen B- Splines gewählt werden: 

a ) Approximation mit nichtpe r iodischen B-Splines 

Durc h Vergleich von Bild 3.29 mit Bil d 3.18 ist zu 
erkennen, daß sich die nichtperiodischen ß-Splines 
und die Bernsteinpolynome am Anfang und Ende des 
Definitionsbereichs gleich verhalten. Insbesondere 
gilt analog zu Gl. (3.64): 

( k - 1 ) 
·~. ( 0) 
I Q, k 

( k - 1 ) 
N'0 , k ( 1) 0 

( k -1 ) 
N' (0) m,k 0 

( k -1 ) 
N' ( 1) m, k 

( ( k-1 ), bedeutet: k-facher Knoten 

Vorerst werden Kurven betrachtet: 

aa) Kurvenapproximation 

Q (u') = t Ni,k(u'). Si 
i=o 

Aus Gl . (3 . 91) f olgt, daß Anfa ngs - un d Endpunkt e von 
Kurve und Polygo n zusamme nfalle n : 

Q ( 0) 

Soll ein Polygo n aus (m+1) Stützstellen Si mit 

( 3. 91) 

( 3. 92) 

(3 . 93) 
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B- Splines k- ter Ordnung Ni ,k(u') € ck - 2 approximiert 
werden, so muß der Knotenvektor folgende Form besitzen: 

tt= (u~=ui=· .. =uk - 1, uk,uk+l'" · ·u'm, u~+ 1 = u~+2 = .. . u~+ k) -------k-fach k-fach 

u' u' e m+k 

0 m-k+1 m-k+2 

k-1 m+k 

u. I 
u i u' u' k m 

0 m+1 

Die B- Sp l ine-Kurve ist dann überall (k-2) mal stetig 
di f f e re nzi e rbar . Si e setzt sich aus Kurvensegmenten 

Q ( u.) 
b 

r:-2 
Ni,k(u') Si, 1~bfm - k+2 

i = b- 1 b- 1 f u ·~ b 

zu s ammen. 

Die An za hl B der Kurvensegmen t e ist gegeben durch 

B m- k+2. 

Be i s piel 6: m = 5, k 3 ( siehe auch Bild 3.29) 

Q (u') 

11 = (u' = u' u2' uJ' u4, us, u' u' = u') 0 1 6 7 8 

.u! 
0 1 4 3 't 

u' 

(3. 94 ) 

( 3. 95) 
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Q ( u') 

Q(u') 

u + + 

5z-{ ( u212 · N2, 1 + (-u 2+u 1 
+ zl·N3,1 + 1 2 1 

(zu -u+zl 

53· [ ( u
2

J2 . N 3,1 + (- u2 +u 1 
+ zl·N4,1 

1 2 1 + (2u -u+zl 

54·{ ( u2/ 2 . N 4, 1 + 3 2 1 } (-zu +u+ z)·N5,1 + 

55·{ ( 
2 

· N5, 1} u 

oder anders geschrieben: 

Q ( u') ={Sa·(u2- 3 2 2u + 1) + 5i(-z u + 2u) u2 } + Sz"(z) . N2 , 1 + 
r--- --- ---- -- ~ r- -·~ f u2 }l 

2 1 
: S1· (-z- u + + 5z-(-u +u + z ) + 53·( 2) . N 3 , 1 1+ 

2 } I I [ z 
}l + 

2 1 
+ 54·(;) . N 4 '1 lt 52·(;- u + s3·( -u +u + 2) 

L-- - - --- - - ---- J 
{ u2 53 ·(----z - u + }l + 

3 
54·( -z 2 1 U +U+2) + s 5·( u2 l}. N 5 '1 

Die Kurve besteht aus 4 Segmenten. Eine Stützstelle tritt 
höchstens in 3 Segmenten auf, woraus sich die Lokalität ihn 
Einflusses erg1bt . Das erste (letzte) Segment bestimmt das 
Verhalten der Kurve bei S (S ). Für den Sonderfall, daß da o m 
Pol ygon k Stützstellen besitzt, erhält man wieder die Bezi ~ 

kurve. Bild 3.30 zeigt eine B-Spline-Kurve mit m = 5 , k 
und die entsprechende Bezierkurve . 

3-6 3 

So/-·- B-5pline 

Bezier 

Bild 3.30: · Bezier- und B-Spline-Kurve für m 5, k 3 

Auf Grund der beiden Eigenschaften 

und o~ N. (ku)f1 €(01 ) 
1 ' , u , 

liegt jedes Kurvensegment Qb innerhalb der konvexen 

Hülle der Stützstellen Si I b+k-Z. Die B-Spl ine-Kurve 
i=b -1 

gibt damit den Ver l auf des Polygons wesentlich exakter 
wieder als die Beziera pproxima tion. ßild 3 . 31 zeigt zu 
einem Polygon die konvexen Hü llen für ßezier- und B-
Spl ine-Kurve . 



3-64 

s 
0 

Bild 3.31: Konvexe Hüllen für Bezier- und B-Spline-Kurve 
(m = 5, k = 3). Für k = m + 1 sind beide identis 

Aus Gln. (3.88) und (3.93) ergibt sich, daß die erste 
und letzte Polygonseite Tangenten im Anfangs- und 

Endpunkt der Kurve sind. Dies läßt sich durch Differen­
zieren von Gl. (3 . 96) verifizieren: 

}_·Q ( u') '0 u 1 [(2u-2) , (-3u+2} , 

[(-1) • 1 • 0 J·f::J 
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Analog für das letzte Kur venseg me nt : 

Q4u ( u' ) 
1 ) • ( - 3" • 1 ) • 1 "] [:: l 

[o . -1 . 1] [l;] 

ab) Flächenapproximation 

Die für Kurven gemachten Aussagen lassen sich un mi tt e l ­
bar auf Flächen übertragen . Die Fläche 

m n 

Q(u',v') =L L Ni,k(u')·Sij·Nj, 1(v' ) setzt sich aus 
i=o j=o 

Pflastern 

b+k-2 

L" 
i=b-1 

c+l-2 

2:: 
j=c-1 

l~b~m-k+2 b - ~ u' ~ b 

c - ~ V '~ C zusa mm en. 

Die Anzahl der Pflaster ist 

&C = ( m - k + 2 ). ( n - l + 2 ) 

Wi r d eine St üt zste ll e Si j ver ä ndert, ändert s ic h i m 

Gegensatz zur Beziera~p ro x i m atibn nicht die gesamte 
Fläche, sondern höchstens k · l Pflaster. 

( 3 . 97 ) 

( 3 . 98) 
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Die Flächenapproximation mit nichtperiodischen B-Splines 

erfüllt die auf Seite 3-47 gestellten Forderungen.Ein 
Nachteil ist, daß die Pflaster am Rand der Fläche mit 
anderen Polynomen (siehe Gl. (3.96)) approximiert werden 
als die übrige Fläche und deshalb eine einheitliche 
Darstellung nicht möglich ist. Dieser 11angel tritt bei 
den periodischen B-Splines nicht auf . 

~Approximation mit periodischen B-Splines 

ba) Kurvenapproximation 

Ein B-Spline Ni,k (u') mit dem Knotenvektor 

1)( = (u~ mod m+l = i mod m+l) hat sein Maximum beim 

Paramete~wert u' = ui + ~ = i +~(Bild 3.25). 

Für ~ie Kurvenapproximation wird Gl. (3.92) so modifi­
ziert, daß für ~eradzahliges k der mit Si korrespondie­

rende Kurvenpunkt Pi = Q (ui) ist. 
m 

Q (u') =L Si 
i=o 

N (. k) ( u') 
·
1 -I mod(m+l),k 

( 3. 99) 

Für ungerades k wird für k die nächst kleinere, ganze 2" 
Zahl eingesetzt: 

= { 
k k gerade K I 

I für 

entier (~) k ungerade 

Approximiert man ein Polygon aus (m+l) Stützst~llen 

nach Gl. (3.99), so erhält man auf Grund der Periodizi­
tät der Approximationsfunktionen (Bild 3.27, 3.28) eine 
geschlossene Kurve, die keine der Stützstellen Si 
interpoliert. Die Kurve besteht aus (m+l) Segmenten. 
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Beispie 1 7: m = 3 , k = 3 

In Bild 3.27 ist der Verlauf der zuge hö ri gen 8- Spline s 
dargestellt. 

3 
Q(u') = ~ 5 N ( u' ) 

i (i-l)mod 4,3 
1=0 

5o N3,3 .+ 51 N0,3 + 52 Nl,3 + 53 11 2,3 

(53 
1 2 2 1 u2 
21 1-u) + 5

0
• ( -u +u+z l + s 1. 2 ) No. 1 

+ (so + 51 + 52 N 1 , 1 

+ (51 . + 52 + 53 N 2, 1 

+ (52 + 53 + so ) N 3,1 

T 

f 1 2 

= 2(1-u) 53 so sl 52 

-u 2+u+} so SI 52 53 ( 3 . 100) 
u2 

51 52 2 53 so 

UT·ß,wobei die erste Spa 1 te von ß das 

erste Kurvensegment liefert für of u fr, US~I . Bild 3.32 

zeigt die Approximation eines Rec htecks mit k = 3 und k = 4. 
Man erkennt, daß die Knoten der Kurve für geradza hliges k 
gegenüber den korrespondierenden Stützstellen lie gen, wäh­
rend sie für ungeradzahliges k in der ~ähe der Mitte der 
Polygonseiten lie gen. Für k = 3 liegen sie gen au in der 
t1itte. 
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Bild 3.32: m 3, k 3 und 4 

Soll ein offenes Polygon durch eine offene Kurve so 
approximiert werden/ daß die Endpunkte von Kurve und 
Polygon zusammenfallen, dann müssen s0 und Sm (k-1)­
fache Stützstellen sein. Die erste und letzte Polygon­
seite sind dann in s0 und Sm wieder Tangenten an die 
Kurve. Die Kurve besteht aus B = (m-k+2} Segmenten, 
wobei m die (k-1)-fach Stützstellen auch (k-1)-mal 
enthält. Für die Stützstellen wird folgende Schreib­
weise eingeführt: 

3-69 

s!' 
1 

wobei der untere Index den ;'a men 
und der obere Index den Wert 

der Stützstelle angibt. Ist f = i, wird nur i angegeben! 

BeisEiel 8: Offenes Polygon mit 4 Stüt zste llen 

k = 3 : 

d.h. : m=5 1 B 4 

Aus Gl. (3.100) wird 

Q ( u') 

und für 

k 4 s2 s2 52 53 54 55 55 55 - m 7-B 5 0 1 6 7 

T 
Q (u') 1 (1-u) 3 52 51 52 53 54 6 0 

3u 3-6u 2+4 52 52 53 54 55 1 
-3u 3+3u 2+3u+l 52 53 54 55 55 

6 
u3 

53 54 55 56 55 
7 

k wird im Hinblick auf die Hardwa re-Reali sierun~ auf den 
Bereich 2~ k~ 4 beschränkt, so daß nur drei verschie ­
dene Vektoren Uk mit App ro ximationspolyno men vorkommen . 
können: 

k 2 u2 ( 1- u , u) 

3 u3 
1 2 ( 2( 1- u) , 2 1 ( -u +u+2 ), 

u2 
---z) 

k 4 u4 
1 3 
6 ( ( 1-u) , 3 2 (3u -6u +4), (-3u 3+3u 2+3u+l), 

( 3. 10 1 ) 

u3 ) 
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Bild 3.32a: Offenes Polygon mit k 3' k 4 approximiert 

Damit läßt sich folgende Vorschrift für das Aufstellen 
der Gleichung einer B-Spline-Kurve angeben: 

Seien (m+1) Stützstellen Si gegeben : 

1) Wahl der Ordnung k :- Uk 

2) Geschlossenes Polygon : S
0

S: Sm+1 

3) 
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Das erste Kurvensegment ist bestimmt für 

k 3 durch Sm S
0 

s1 
k 4 durch Sm S

0 
s1 S2 

Durch zyklisches Vertauschen der St ützste llen erhält 
man insgesamt (m+1) Kurvensegmen te. 

Offenes Polygon : 

Das e rste Kurvensegment ist bestimmt für 

k 3 durch s1 
0 s1 52 

k 4 durch s2 
0 

s2 
1 sz 53 

Durch Zusammenfassen von jeweils k Stützstellen 
erhält man (m-k+2) Kurvensegmente. 

Für beide Typen der B-Spline-Kurven gilt, daß die Kurve 
bei k kollinearen Stützstellen ein Geradenst ück mit dem 
Polygon gemeinsam hat. Liegen (k -1) kollineare Stützstel­
len vor, so ist die entsp r echende Polygonseite Tangen te 
der Kurve (siehe Bild 3.32). Die Kurven haben höchstens 
soviele Wendepunkte wie das Polygon und besitze n nur 
Schleifen, wenn auch das Polygon Schleifen aufweist . 

Oft tritt der Fall auf, daß die Kurve Ec ke n haben soll, 
die Steigung an dieser Stelle also unstetig ist. Dies 
kann erreicht werden, wenn (k-1) Stützstellen zusammen­
gelegt werden . Die Kurve interpoliert diese Mehrfach ­
st ützstelle und hat die in diesem Punkt zusam mentreffen­
den Polygonseiten als Tan genten. Bild 3.33 zei gt für den 
Fall k = 3 zwei aufeinanderfolgende 2-fach Stützstellen. 
Damit ist auch die Bedingung für k kollineare Stützstel­
len erfüllt und die Kurve ent hä lt ein Geradenstück ! 
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s". 

Bild 3.33: k 3 

bb) Flächenapproximation 

Die für Kurven gemachten Aussagen lassen s i ch unmittel­
bar auf Flächen übertragen. Die Fläche setzt sich aus 
Pflastern 

T 
Qb C ( U' ' V ' ) ( 3. 102) 

zusammen . U und V enthalten nur die in Gl. (3.101) an­

gegebenen Polynome. Uk und v1 kö nnen von verschiedener 
Ordnung sein. 
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Offene Fl äch e: 

Sollen die Ec kpunkte vo n Pol ygo nnetz und Fläche zusam­
menfallen, dann müssen die Stütz st ellen der Randp olygone 
(k -1 )- fach e bzw. (1 -1 ) -fache Stüt zs t ellen sein. Di e 
Fl äche set zt sich aus (m - k+2)(n - 1+2) Pfl a stern Qbc(u' ,v ' ) 
zusa mmen , die nach Gl. (3 . 97) nummeriert werden: 

s (b -1 ) ,(c-1 ) 

s 
(b +k-2) ,(c-1) 

Beispiel 9: 3x3 Sützstellen, 

Q ( U' , V') U T 3 . 5". V 3 

s 11 s11 s12 
00 o1 o2 

11 
s 10 . s11 s12 

521 
20 521 s22 

s31 
30 s31 s32 

L s31 
40 

s31 
41 

s32 
42 

s(b - 1) ,(c+ l - 2) 

s (b+k-2), ( c+ l-2) 

3 m 
3 n 

4 

4 

s13 
o3 

s13 
o4 

s13 
s13 

14 

s23 
s23 

24 

s 33 
s33 

34 

s3 3 
43 s 3 3J a4 

( 3. 103) 
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Qll ( u ' ' V') u3 
T 5-11 · v3 

s11 
00 

s 11 
01 512 

02 

"5" 11 
511 

10 511 s12 

s21 
20 s", s22 

Bild 3.34: Offenes Pflaster. 3x3 Stützstellen 
k = l = 3, m = 4, n = 4 
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In einer Parameterrichtung geschlossene Fläche : 

Das Polygonnetz sei in v-Ri chtung geschl essen: 5; ,n+
1 

E Si ,o 

Die Fläche setzt sich dann aus (m-k+2)(n+1) Pflastern 
zusammen . Der Tensor "5" für die Gesamtfläche wird in 
u-Richtung nach Gl. ( 3. 103)' in V-Richtung durch zykli-
sches Vertauschen entsprechend der Vorschrift für ge-
schlossene Polygone (S. 3-70) gewonnen. 

Beispiel 10: 3x3 Stützstellen: k = l 3; m 4 n = 

51o 
511 512 51o sll 00 01 02 00 01 

! 510 sll 512 51o 511 

5zo 521 522 5zo 521 

53o 531 532 530 '31j 
53o 531 s3"2 53o 531 . 40 41 42 40 41 . 

2 
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In beiden Parameterrichtungen geschlossene Fläche: 

0 i e F l ä c h e s e t z t s i c h a u s ( m + 1 )·( n + 1 ) Te i l f l ä c h e n 

6e is a iel 11: Ring:3x3 Stützstellen k 

5oo 501 502 
<: 501 -oo 

510 s 11 512 - s 10 511 

s 
520 521 522 520 521 

5oo 501 5o2 5oo 501 

510 511 512 510 511 

~~}j_ : Geschloss ener Rinq k 3, m • n 2 
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Aus den ange gebenen Beispielen ist zu erkennen, ca ß 

das kantenfreie Zusammenfüge n von G- Spline-Pflastern 
kein Problem darstellt. An den Rä nder n der beiden 
Zus ammenzu fü gen J en Pflaster "- ÜSSen nur die Stützstel ­
len des Ran dpo l ygons übereinsti mmen. Tangentenbedin­
gungen sind nicht zu Leachten. Dies bedeutet, daß 
derTensorSder neu en Fläche sic h durch Zusammen ­
setzen der Einzeltensoren unter Beachtu ng von even ­
tuellen Meh rfachst ~tz stelle n ergibt. Tret en innerhalb 
von S keine Me hrfachstUtzstellen auf, so ist die 
Fläche überall ( k-2) mal steti g differenzie rba r . 

Beispiel 11: ZusammenfUgen zwei er Pflaster 

t" 
SOl '"] ~03 

504 
!I 

10 sll sl2 !I I 514 13 

20 s21 522 23 524 

Es soll sein : Q I ( u, 1) QII (u,o) 

Vor.: 

Mit 502 = S03 sl2 = sl3 s22 = 523 wird 

!=!IV!II= 

~00 SOl S02 S04 5os 'o~ 10 sll sl2 sl4 515 516 

2 ·. s21 522 524 s2s szs 

bc) Berechnung der Flächennormale 

Die Flächennormale wird zur Berechnung der Grauwerte 
auf der Fläche benötigt. 

SOS so 

515 s1 

525 52 
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N ( u ' , v' ) Qu ( u ' ,v' ) x Qv (u',v') ( 3. I ~ Analog zur Biziera ppro ximat io n gi lt: 

Aus Q (u',v') T -
uk - S -v1 wird nach /30/ 

b Z \•! • Q V ( U ' , V ' ) 

1_ - U T. '5' · v
1 ou k 

T 
uk _ l. 6i'S'. vl 

5 i ,j - 5 i - 1 ,j 

T 
Uk- .O j'S' ·Vl -1 

Be is pie l I2: Berechnun g de r Ab leitung 

d Qu ( u ') Tu 
U T 

3 

U T 
2 

r SI 

52 

SI 52 sJ 
52 53 s, j 
53 54 s4 

5 

3.4 . 2.3 I nterpo lation mit B- Sp l ines 

zu Bei spiel 

und mit Gl . 

8 

( 3 . I 01 

( 3 . I 0~ 

( 3 . I 08 

( 3. IO! 

( 3 . 109 ) 

~l Obe t Ai den We r t des Parameters u' an gi bt , f Ur de n 
die Stüt zstelle s 1 ihren größ ten Ei nf l uß a uf di e Kur ­
ve hat. Si nd die ~i e i ner Kurve be ka nn t, so kan n fo l­
gendes l i neare s Gleichungssyste m zur Be s t imm u n~ de r 
Stützstellen Si aufgestellt werden : 

Q(~ol uT (6 ) s 0 0 

Q(~i ) l1T(6i) s. ode r 1 

m Q(6m) u\.~ l m Sm 

'Jl' u.r. s und hieraus ( 3 . 110) 
-1 

s ur. ]5' = I ·P' ( 3 . II1 ) 

::Tu ist · _nl chts i ngulär und invertierbar,w~nn alle ~~ 
versch 1eden sind /23/ , Für offene Kurven ist di es 
nur bei nicht periodischen 8-Spline s gege ben. 

Bei m Ent wu rf vo n Formen am Bildsch i rm tr i tt oft de r Fall In /28/ hat Greville nachgewiesen, daß der mit si 
au f, daß man vo n einer be kannten Kurve,die anal ytisc h ode korrespondierende Kurvenpunkt Pi einer B-Spline­
a ls Punk t me ng e vo r l i egt, ausg e hen wil l. Um mit i hr weiter Kurve den Parameterwert 
arbe i ten zu kö nnen, be nö ti gt man dere n definierendes Pol) 

gon S . Di es läß t s ich unter de r An na hme , daß die vo rlie­
gende Kurve ei ne B- Spl ine - Kurve ist , berec hnen. Ma n muß 
den Zu samm enhan g zwisch en den StUtzstellen Si, de n dazu 
ko rr e s po ndi e renden Kur venpun kten Pi und de n Knot en uj 
der Spl i ne kennen . 

~ - 1 ( I I 1 

i - K-T · ui+l + ui+2 + · · · + ui+ k- 1 l 

besitzt. Da di e Knoten u; ganze ~ positive Zahlen 
sind, gi lt (mit Ausnahme des ersten un d let z ten 
Kurvenseg me nts) : 

( 3 . 11 2) 
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Bei di ese m Parame t erwert hat de r B-S pl ine Ni , k (u' ) 
sein ;.lax i mum . Für ge radzahl i ges k ist~; ein Kno te n, 
d. h.-6 ; € uj . 

Beispiel 13: Zu der Kurve in Beispiel 6, Bild 3.30 
1·1erden die Parameterw erte .1.1; und die Pun kte Pi = Q(~;) 
berec hn et. Aus Gl . (3. 12) ergibt sich (m=S , k=3): 

-6; 1 
(u j+1 + uj+z) "Z 

~ 0 
1 

(ui +u2 ) 0 p s 2 0 0 

1 1 
p1 1 s +5 1 .61 2 (u 2+u3) 2' 4 0 8 S1+8 Sz 

1 3 
Pz 

1 3 1 -6z 2 (u3+u4) '2'' 8 S1+4 Sz+'!!' s3 

r.. 3 5 1 3 1 
'2'' p3 8 Sz+4 S3+8 s4 

7 1 5 1 
.-64 2' p4 8 S3+8 S4+4 ss 

/.> s 4 PS ss 

r-1i t di esen t' erten wird aus Gl. ( 3 . 111): 

-1 
so 0 0 0 0 0 Po 

s1 
1 5 1 

0 0 0 p1 4 8 8 

sz 0 1 3 1 0 0 Pz 8 4 8 

s 3 0 0 1 3 1 0 p3 8 4 8 

54 0 0 0 1 5 1 
p4 8 8 4 

\ 0 0 0 0 0 1 Ps 
.....________" 
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In vielen Fällen ist die zu inter polieren de Kurve 
nicht analytisch sondern als Punktfolge ents prec hen d 
der Auflösung des Eingabegeräts (z. B. Tablett oder 
Lightpen) gegeben . Eine gute erste Näherung erhält 
man, wenn zur Berechnung des zugehörigen Poly gons in 
Gl. (3.111) für die Pi die relativen Maxi ma und i'ini ma 
der Kurve gewählt werden. Oieses Ergebnis kann, wenn 
beide Kurven und das Polygon auf de m Bildschirm vor ­
handen sind, interaktiv schnel 1 verbessert ~1erden. 

Mit der B-Spline-Approximation steht ein Verfahren 
zur Kurven- und Flächenapproxi mation zur Verfügung, 
das für den Benutzer einfach zu handhaben ist /31/ 
und durch seinen geringen Rechenaufwand eine schnelle 
Hardware-Realisierung ermöglicht. Neben der Anwendung 
in Computer Graphics sind B-Splines sicher überall 

dort von Interesse, wo die Problemstellung stückweise 
definierte Funktionen verlangt, deren höhere Ableitun­

gen nach dem Parameter (z.B. der Zeit beim Straßen­
entwurf) stetig sein müssen . 

Die Bilder 3.37 und 3.38 demonstrieren den engen Zusam­
menhang zwischen definierendem Polygon und approximie­
render B- Spline-Fläche bzw. -Kurve. 
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Bild 3.37: 8-Sulini"-Annrnximotinnlv:1\ ..io< Onl .. nn•. • 
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4. Ver~ ittlung eines dreidimensionalen Eindrucks 

Um drei di mens ionale Objekte auf dem ebenen Bildschirm 
ei ndeu ti g interpretieren zu können 1 müssen für den Be­
trac hter Sehh ilfen geschaffen werden, die ih m ein en 
Tiefeneindruck vermitteln. In diese m Kapite l werden 
nur die Verfah ren angegeben, die mit der in Kapitel 

beschrieb enen Hardware realisiert werden können. 

4.1 Perspektive 

Die perspektivische Projektion eines Punktes Q = [xvz] 
wird unter der Vo raussetzung, daß die Ebene Z = 0 

die Bi ldschirmebene ist und der Blickpunkt die Koordi­
naten [o, 0, }] besitzt, 

nach Q 
y:-p:z ( 4. 1) 

berechnt. Ist Q ein PunKt auf einer B-S pl i ne - Fläche, 

so gi 1 t Op ( u I , V') 
1-P·UT·"L·V 

( 4. 2) 

wobei I die Mat ri x der Z-Komponenten des Tens ors ~der 
Stützst"li2nkoordinaten ist . Die Division nach Gl. (4 .2) 

für jeden Flächenpunkt stellt einen erheblichen Rechen ­

aufwand dar. Dies läßt sich vermeiden, wenn man unter 

Beachtung des engen Zusammenh a ngs zwischen Pol ygonn etz 
und Fläche Gl. (4.2) durch eine "Falsche Pers pekt ive " 
ersetzt, bei der nicht jeder Kurvenpunkt, sondern nur 

die Stützstellen s ij perspek tiv isch trans f ormie rt Her­
den. 

p 

~ - 2 

~ ~ i t 
< 

[ 5 ijP ] s i j p 
.::Jj_ und F 

1- PZ .. 
Jp ( {,. 3) 

l J 

T 
\'i i rd Op ( u' , V' ) c • ~p · V ( 4 . 4) 

Versuche r1 it di es er ::~herung erg abe n gegen übe:· der 

Be rechn ung nac h Gl. (4.2) ke i nen sc hlec hteren Tiefen­
eindr uck . 

······ Gl. (~to2.) 

X,. 

+ 30 x, -5 -5 7.5 -5 5 -5 -5 

X 0 0 12. 5 0 10 0 0 r 

y 0 0 5 10 15 20 20 

z 0 0 0 5 -5 10 -5 

~~: "Fa 1 sehe Perspektive' 
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·~ . i r-:o t(1 t i on 

Ei ne se~r wi rksame Sehhil fe is t die Rota t io n ~es dre i ­

dL:ensi ona 1 en Ob je kts i n [c htze i t auf den Ci 1 dsc !1i r r:1 . 
FUr d ie 8 - Spline - Fl~che nUssen nu r d ie St Utzstellen­
koordina ten tr an sforniert werden : 

( 4 . 5) 

wobe i R die (3x3) Rotat ion s na t ri x i st / 32/. Damit 

wir d QR ( u' , v' ) ( 4 . 6) 

4. 3 ll ell ig keitssteuerung 

Die Intensität des Kathodenstrahls wird als Fun kt ion 
de r Z-Koord inate variiert. Dieses Verfa hren ist bei 

dem eingesetzten Display HP 1310A auf Grund seiner gering en 
Leuc htdichte nur beschränkt zu verwe nden. 

Pild 4.2: Beim Display HP 1310 A erreichbare 

Helligkeitsst uf en 
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4.4 Steuerung der Linienstär ke 

Auch die Linienstärke kann mit der Z-Koordinate var i­

iert und mit der Helligkeitssteuerung kombiniert wer­

den. Neben der Verbesserung des Tiefeneindruc ks liegt 
ihre Hauptbedeutung in der Einsparung von Rasterlinien 
beim Schattieren von Flächen ( siehe Kapitel 4.5). 

Linienstärken dunkel + schwach 

hell + schwach hell + stark 

Bild 4.3: Steuerung von Intensität und Linienstärke 
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4 . 5 Schattieren von Fläc hen 

Unter Sc hil ttieren soll hier da s Ausf ül len von Fläc hen 

mit Grauwerten verstanden werden . Au s der Lichttechnik 
ist be ka nn t, da ß di e He lli gke it (der Grau wert) eines 

Ge gen standes durch die Beleuchtungsstärke bestimmt ist. 
Fol gen de Eins c hrän kungen werd e n vora us gesetzt : 

l ) Diff us r ef l ek tieren de Fl ächen 

2) Punktfärmige Lichtque l le der Lichtstärke 
!l l ickpunkt 

3) ßlic kric htu ng parallel zur Z- Achs e 

im 

4) Ab st an d zwischen Körperober fläche und Lichtquelle 
ist kon stant 

Da mit gilt für die Beleu chtungsstärke 

E ~2 cosJ : 
r 

E cosJ 
0 

E Beleuc htun gss tär ke 

Lic htstärke 

Abstand von der Lichtquelle 

- Winkel zwi sc hen Flächennormale 
und Lichteinfall srich tung 

( 4. 7) 

D e r cos J ,., i r d a u s d e r Z- K o ~1 p o n e n t e N z d e r F 1 ä c h e n -
nor ma len berechnet: 

cosJ ( 4. 8) 
/N/ 

:1it Gl. (3. 104 ) l·lird 

N :ll(.z ;; :,fl,z (Qu(u' , v ')X Qv(u',v')) (4 . 9) 

Nz (Xu(u ', v ' ) Yv(u',v ' ) -Yu(u',v' ) Xv(u',v')) 
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Um den Re che na ufwan d , der sich a us den Gln. (4 . 8 ) 

un d (4 . 9 ) fUr jeden Fljc !1 e r1pu nk t e roib t, z u r e~u ­

zie ren , ;: er den die Grau·.-•erte E (u ' , v ' ) auf der FLi e he 

a nal og z u den Ko or dinaten der Fl äch e npun~te Q(u ' , v ') 

aus de n Gra uwerten Ei j an den St üt zstell en Sij be ­
rec hne t . Du rch :1ormierun 9 erhä lt man aus Gl . (4 . 7 ): 

GoS ~ j und dari t " 'ij 

E ( U' , V' ) 
( 4 . 1 G) 

8ies e Berec hnung sforme l hat den :lach te i 1, d aß c~ ie 
Grauwe r te ohne Be r ü c ksi c ht i ~un~ der Cntfe rnun g vo m 

Betrac hter berechnet werden und dadu rc h Fläc hent2 il e 
mit gleicher Normale unabhän9 i g von der Tiefe ~es Ob­

je kts s leich hell dargeste llt werden. Dies gilt insbe ­

sondere auch für den a pp roxi miert en Bereich zwisc hen 
Stütz s t e 1 1 e n g 1 e i c her He 1 1 i 9 k e i t . Des h a 1 b \·Ii r d z ur 
ßestin:r.w ng des Grau1·1erts G (u' , v ' ) die Z- Koo r dinate 
de s Flächenpunkts berücksichtigt. :!it 

E .. 
1 J 

z .. 
1 J ( 4 . 11 ) 

werden die Gr a uwerte auf der approxinierten Fl ~ che 

G(u',v ' ): li T G V 
( 4. 12) 

Die Parameterlinien werden in u- ~der v-Richtung so 

dicht gesch rieb en , daß der Eindruck einer schatti ert en 
Fläche ents teht. De r Grauwert kann als vierte ~oordinate 
be trac htet we rden, so daß die sc hattierte Fläche 

Q g [ " /, y z c] ( 4. 13 ) 

aus Qg L: T s<J ( 4 . l t; ) 

mit s .. [ xij Y. ., 
G i J] ( 4 . 15) ~-91 J , j 1 j 
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t.ere c i1n et v1 ird . (Z i j \!ir d nur~ f ijr Gen ral l ·~ :!, . :-ot2t i on 

lenötict . ) Scr Vo rtei1 di eses Verfa~1rens ist, ~ a : tei 
Vor:1ande ns ein e i nes r,cnUgend gr aSen S i l c1· i ~ cer: la l un0s ­

speic he rs mit kle i ner Zugriffszei t oder eines sc hn ellen 
Fl ~chengene rat ors fV,f C: ie sch attierte Fl i.i c!le unr·i ttel-
bar au f dem Cilc5chirm dargestellt wer~en kann und nicht 
~·1ie in b 1 sl:er S::? kann t e n Ve rfa!1ren /3/ , /5/ , /32/ .",i.Jrc:; 

f oto graf isc hes Zusammensetzen e i nzelner Bi ld zeil en ge ­

v: onne n 1·1 erden ~· uß. Ja be i di eser.1 Ver fahren die verdeckten 
Fl äc!1e n ni cht el i r. i niert Herd~n, kor:m t es i ~; Bere ic h de r 

Vet·de cku ngen zu einer ;le hrfac hb esc hreibung des Gildschi rms. 

Dies v ~r h i ndert di e Schatt ie rung der sic ht baren Fl äche 
entsp rec hend Gl. (4.12), was zun ächst als ~: achtei 1 anzu­
se he n ist. Exp eri mente mit dem gra fisc hen Syst em AG T 130 

haben ~eze igt , da ß du rch di e Def initio n der Grauwerte 

nac h Gl. (4 .1 1 ) de r Ei nf l uß durch Doppelbe sc hreibun g des 

Bi ldsc hi r ms abg e schwäch t wird und der Eindruck e i nes 
durch sc heinenden Kö r pers entsteht. 

Weicht c ie Form der Fl ä c he wes entlich von de r e ines 

Par al lelogramms ab, so können wegen unters ch ie dl i cher 
Di chte de r Parameterlinien Hell i gke itssch wankungen au f­

t reten . Diesen ~la c h te i 1 kann ma n 1-1ei tgehend be hebe n , 

wenn zur Schatti erun9 diej enige n Para meterlinien ge ­
w ~ h lt werden, di e zwe i möglichst gl eichlange Fl ächen ­

r ände r mitein and er ve rbinden. Diese Entsc he idu ng kan n 
durch Obe rprüfen der St Ut zstellen getro ff en we rden. 

Die folgenden Bilder sind Photographien vom Bildschirm 

des Graphics System AGT 13 0 der TU Berlin. Der Maßs tab 
ist un gefä hr 1 :2! 
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Bild 4 . 4: Schattierte Flächen mit konstantem GreuwP rt 
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ß il~~ Schattierte Flächen mit Grauwert nach Gl.(4 . 12) 

4-1 0 

Bild 4.7: Grauwerte nach Gl. (4.12). 80 Parameterlinien 
a 25 Vektoren 

Bild 4.8: 100 Parameterlinien a 100 Vektoren * 

Bild 4 . 9: 500 Parameterlinien a 50 Vektoren • 

lt nicht flackerfrei darstPllher ellf Ar.T l~n 
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5 . H ar d ·o~ are 

In d ie s em Kapitel werd en di gi tale Kompon enten fUr 
ei nen Disp layprozessor beschrieben, der die Berechnung , 

Tran sforma tion und Darstellung drei dimensionaler Objekte 
i n Echtze it erlaubt . 

5. 1 Di gita ler Vektorgenerato r (DVG) 

Ein Vekto rgenerator berechnet die Ver b indung s gerade 

Q(u) zwi schen zwei Punkten PA und PE . Der hier be sc hri e ­

bene -digita le Vekto r generator arbeitet nach dem Pr inz ip 
des digita len Integ r iers (DDA). Der Vektor Q(u) berech ­
net sich aus 

Q(u) ( (1-u), 
u]· [ ::] 

, 0 f u !:.1 

Q(u) = PA + AP · u 

Der Par ameter u kann (k+l) diskrete Wer te 

i U; = K 0, 1, 0 0 0 k 

annehmen. Der Punkt Qi = Q(u i) ist dann 

+ i AP 
k 

Die Multiplikat ion wird durc h i-fac he Addition er ­
se tzt : 

PA+A~+ +A~ 
'----­

i - fach 

(5 0 1 ) 

( 5. 2) 
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Jer An fa nss~unkt is t PA = Q
0 

~n~ der En dp~nk t 

P[ = Qk . Oie ein zelne n Ge rodenpu nk te w er~en du r: ~ 
su kze ssiv e f~d iti on berechnet 

Die Division AP /k wird mit k = 2P auf ein en p -~achen 

~c: ;i f t re d u z i e r t . Cer \.' e k t o r 1·.' i r d dan n c! u !~ c h 2 r- f u c h es 

P1dd i eren c!es I nk re ments 6, ?/2° auf den An fan gspunkt ge ­
l·lonnen . Jar.i t a1le Vek:o r en auf der Bil dsc hi r r. mit 

glei cher Helligkeit erscheinen, r.1 uß die Schreibgesch~Vin­
d i " ke it kons t ant sein. Da de r CVG mit e i ner fes:ec Ta kt ­
fre quen z ar be itet, ist d i ese Bed in 9 un~ er f Ul lt, wenn 

d ie Zahl de r Punkte proport io nal der in d ie Bi ldschirm ­
ebene pro jezi erten Vek t orlänse ist . Zur C estir.rnun ~ de r 
Ve ktorlän0e genilst die ~ä he run ~ 

1 = ma x ( I A X I, I A Y I ) . ( 5. 4) 

Die Anza hl der adressierbaren Punkte des Sic h tser ~ ts 

!·Iird so gewählt, daß der Pun ktdurc !1rne sser D = V2 RE 

mit RE gl e ich der Rastereinheit Ist . Dami t de r Vektor 
auf dem Bi l dschirm als ge schlossene Linie erscheint, 

muß das Inkrement AP /2p kleiner als eine Rastereinheit 
sein: 

[6 x j;2P ( 

i6 y I I 2p ( 
hi eraus fol ~t 2 ~' ) 1 (5 0 5) 

L:rn die t, nz ah l der Addit ionen mög lic hst nie rl ri0 zu halten, 
l·ti rd p so berechnet, daß gi 1 t: 

2P) 1 ~ 2P- 1 
(5 0 6) 

Gei no sitiven Re l ativkoordinate n A P lä ßt sic h diese 

Bed in uu ng leic ht erfüllen. Es l'li r d solan ge in C:ichtun~ 

klei ne rwerti ger Stellen ~e•c~iftet 1 bis i n beiden Ko o r -
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rli naten r eg ist e r n nur noc h :: u11 en vor dem Ciniir pu nkt 

stehC!l. !:erden negative ~e la tivkoo rdin a t en i r: 2-

Komple me nt dargcstell t , ~uß de r Be sti ~nun~ von p 

5- 4 

X '( 

000 . 000 . 
00 1. 000 . 

die ßetra asb ildun g v o raus ge~e n. Um mä,.lich s ~ vie l e 10bit 0 10 . 00 1. 
0 11. 00 1. 

Vekt or e n flackerf r ei ~arstellen zu k~nnen, we r ~en pa -

rallel zum Schrei ben eines Vektors die l nkre nen~e 

li,.P/2 ;~ für den nächs ten Ve ktor ' ·· er~chnet . t·.uf c i ese 

We ise kann im Akkumulator o~ne Ve rzögerun g b ei ~ Be~inn 

eines ne~en Ve kt ors we i ter addier t werden . Dam it ~i~ser 

Bet rieb au ch be i kurzen Vek toren gewährleistet ist, 

1~ erd en die I nkremente ~ P;zP z ur· Erhnhuno der ::!cchen<;e ­

sch :·lin di gke it n i cht dur chSch iften son dern dur cc :~ult i ­

ple xen erz eug t. Dur c h Einsatz von Schottky TTL Schalt ­

kre isen l äß t si ch be i einer Aufläsu n~ von (10x 10) bit 

eine Bi 1 dschi rmd i agona 1 e in 3o ys schre i ben. In 30 r:s 

ist je de r Pun kt des Dis pl ay s ei nmal e rr e ic hba r. Die 

Vektoren kHnn en durch ~u lti r likatio n der Anza hl 2P de r 

Addi tionen mit einem Fakto r S skali ~rt werden, wa s sc ha l-

t ungstech nisch mit einem ßinärratenrultipl izi e r er zu 

realisieren i st. 

Das Aussehen der Vek:oren l äß t si e ~ durch Er we iterung 

der U ortl ~n ge der Disit al- ~na l og - Ums etzer auf Stellen 

hi nte r de m Ci nii rpu nkt ver bessern. C! ies er ::ethode i st 

alle rdi ngs durc h di e [i nsc~w ingzei t der D i 0ita l- ~nalog ­

Sch a l ter e i ne Cren ze geset zt. Bild 5 . 1 zei gt da s ~u sse hen 

der Ve ktoren f ü r 3 ve rs chiedene \·!o rtl ä ngen der Cfd.J . In 

den Cil de rn 5.2 und 5 .3 ist das A~ laufdiagra ~ m und da s 

Bl ock s ch al tb i l d de s JVG a nge gebe n. Schaltun Qs technische 

ueta il s
1

1'1 i e di e ~er e chn uns der Sch i ft s chrit te p, der 

::ul ti p l exer st eue r ~ns un ... : Cie 11 l·: rap - arOtJH(~ : ~ - Ln t e r driickung 

s i n : '~ c n "r :.__ 2 i t ~ n / ~ 5 I , I 2 G / ) I J 7 I :: u e n t n ehr, e n . 

-f'fbit 

0 1 1. 
100 . 
101. 
11 0. 

X 

000 . 1 
001.1 
01 0.0 
011. 0 
011. 1 
100 . 1 
10 1. 0 
110 . 0 

X 

000 . 11 
001.10 
010 . 01 
011. 00 
011. 11 
100 . 10 
101.01 
110.00 

00 1. 
010 . 
010 . 
Oll. 

000 . 0 
000 . 1 
001. 0 
001 . 1 
001 . 1 
010 .0 
01 0 . 1 
0 11.0 

y 

000 . 01 
000 . 11 
001. 00 
00 1.10 
001 . 11 
010.01 
010 . 10 
011.00 

Bild 5.1 : Aussehen der Vektoren bei 3 verschiedenen 
Wortlängen 
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Akku bese t zt 

Akku frei 

1-e ine ne u-:on Inkrement::..::e ____ --4> 
vorh''.nden 

ne ue Inkre rr.ente 
vorh ·1.nd.e n 

Bild 5.2 : Ablaufdiagramm des DVG 

C:.e r re J.-; -c<·.·en 

Atlaitions · 
~chl~r 

-I- 10bit 
+- 20bit 

5 - 6 

X 

Bi 1 d 5. 3: Bl ockschaltbi 1 d des DVG 

y z 
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5 . 2 Ji~ ita ler Kre is gen erator (D KC ) 

:! e c. e n de r· \' e i: t o r i s t a u c 11 der Kr e i s e i n 11 ä u f i g b e n j t i s ­
tes ge omet ri sches Element , dessen Hard wa re-Realisier ung 
w~ nschen swert erscheint. In /38/ ist e in Al gor it hmus 

zu m Zeic hn en von Keg els ch nitt en auf dig it alen Flo tt ern 
~:e scht· ieb en , der für den Spezia lfal l des fZ reises se '1 r 
ein fac '1 ,., il"d und sic h für eine lr1pl ementierun 0 i n liard ­
\!are ~u t ei gne t. 

Ein di gitale r Plotter kann nur ac ht versch i edene El emen­

tarvekt oren zeic hn en. Sie werden ents prec hend Bild 5.4 
nac:1 ihre r Kon struktion in die beiden Gruppen i-tO VEl und 
i:OV E2 ei ng eteilt. 

110 VE 1 110V E 2 

Bi l d 5. 4 Einteilung der Ele men tar vektoren in MOVEl 
und :·1 0'/[2 . 

~, i ~ e. 1 1 s c· ;·., ~ i :1 e \.1 e i c i1 u n 9 c i n es K e g e 1 s c h n i t t s 1 a u t e t n 3; 

.t. Y
2 

+ ß >: 2 
+ 2'f XY + 2u Y - 2v X = k ( 5. 7) 

Das Flu ßd ia gramm des Algori th mus z ~r Darste1lun g der 

Kege lsc hnitte a ls eine Fol ge von NOV Ei~und MOVE2 - Vek t oren 
z e i 9 t Si l d 5.5 . 

r--- - · 

I 

I 

I 
I 

5-8 

START 

K4 := 2ß 
K"",. 21 + K1 
K 3 := Z.C •2f•K2 

b '= zv-ß -r 
a. :c 2u. -b 
d. :: h-,u. -~/lf •K 

NEIN 

STOP 

-l 

I 

I 

I 
I 
I 

I 
I 
I 
J 
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Aus dem Flu ßd ia gramm i st z u erkenn~n . da ß di e 3er ech ­

nun ss zeit fUr alle Pun ~: te ein es Okt ant e n s 1 cic ~~ is t . 

Di ese Ei genscha ft bedeu t2t fUr einen ~ r c is n e nerator 

konstant e Sc hrei bg esc hw i ndigkeit und dasi t gl eic he Hel ­

ligk ei t für a1l e da r stel l baren Krei se . Gilrl S.6 zei r: t, 

da ß - ~ i e a uf Grund der Symmetrie des Krei s es zu er ­

w ~r te n - ~ ie Okta nten durch S pi e g e l ~ ~~ an den Ko ordi ­

nate nach sen und Hinkelhal bierenden auseina nder gewon­

nen wer den können. Insbesondere sind zwei benac hb arte 

Oktanten bezüglich i hrer Grenze spiegelsymmetr isc h. 

GOW1 

GOW2 

G.ON3 

QOW : Quadrat Oktantenwechsel: ~10 VE 2 wird geändert 

DOW : Diagonal Oktantenwechsel: 1·10V E wird geändert 

Bil d 5 . 6 : Zusammensetzen des Kreises aus MOVE 1 und MOV E 2 

. . a n l) r a L; c . t... :.: :... i , ; ct c ., .--: i ~ F.,:; l : e c. •..: r . .) ... _ _ - u r.:_: 

~· c: ~- t o r 2 n , 1 L t' f :.i ~"" 2 i :~ .:: rl C ~, t. u r, :.: t.:: :i :: u ~ . c- ~~ e c ~..-_ ;. 2 n 1_, n C : r ~ ~ · 

Zeic ~1r1en des 0anzc n l~ reises ~i e ~ i cl! t ~ r·,~ c ie s~ r ·: e \: -

t o t~ 0 n eilt s p r G c h e n ci ~~ i 1 G ::i . 6 zu [; n d c r :1 . L 3 i s ':. d ~ s ~ : t: l L. 

: . C . der:·, r u r.!: t 'J , b e g ~ ~; n e n z t..; 1 a s s e :~ . . J (: ~' r J r1 ·. ~ ~ ' ·J i 1· ~ -

~-J i l 1 k Ur l i c :: i n den L r s p r u n c; d ~ s L: i ~ d s c ;~ i r ~ ·. ~ o o t~ Ci n i! t er, ­

systems ge le gt. ~er Krei s n itt elpun~t lie~t dan n bei 

::m = f:/ V! und Y m = - r: ;V2 . 

J i c ~: r e i s g 1 e i c h u n c; \·: i r d da r1 i t 

( :<- ~ / V2 )2 + (Y+ c/ VZ )z 

X2+Y2+V2P. ( Y- X) 

der· \lurzel mit 

X2+Y 2+:1 (Y - X) 

~ 2 ode r 

0 und z ur Ge s e it i g un~ 

0 ( 5 . 8) 

Durc h Koeff izientenvergleich n it Gl. (5 . 7 ) we r de n die 

~nfa ngs w ert e i m Flußdiagramm fü r den Kreis: 

k 3 

d 

4 b = 11 - 1 

i (2 :1 - 5) 
( 5. 9) 

Der Zusam me nhang zwisc hen der Anza hl n der Iterations­

sc hritte für einen Ok tanten un d de m Kreisradius R ist 

aus ßil d 5.6 zu erkennen: 

;.: = n = R ;VZ' = ::I 2 m ( 5. 1 J ) 

Zur Ve reinfac hung we r den neue Para meter s o definiert, 

daß im Kreisalgorithmus nur no c h Additionen auszufU hren 

sind. :: it i1 = ~ : 

K - 8 - 4 k 1 =- 4 k2 -2 k 3 

c 4 b 2C - 4 
r, - 4 ( 5 . 11 ) 

D 4d C-5 
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~ i 1 d 5 . 7 z ei~rt das F lußdi a~H' .?.Po ! :t Ce s r~ t· e i sal:Jo rith r:us 
f i_;)- e inen Oktan te n. Di ::: Initi 2 lisier un0 entsrric!1t 
deL: Start pun~~ t J. 

START 

D ==-1
1 

A :s: -'t, B :=-'1-, k. :: -.Y 

8== B .. c 

B<O >--"J-'A- - G.OW 

NEIN >--J_A _ _ oow 

ßild 5.7: Al qo rithmus fü r einen Kreisoktanten 

5-12 

Jetzt r1 Ussen noch di e r1euen Pa ra ~.e ter ~ e i r· : r~.tanten ­

\·Je c hse l be rechnet werden. Da als Start punktD e in DO \! 

gew äh lt wurde , muß der nä chs te Oktante nw echs e l be i 
e ine m QOW stattfin den . Aus de m all gemeinen 00~ f Ur 

di e Keae lschnitte /3 8/ 1·1ird für den Kreis n it Gl. (5.9): 

~-1 : 

'· . 
'3 ' 

b 

\o! + k l 

41/ - k 3 

- b - w 
d b-a-d 
a a -2 b - 1·1 

0 

-2 

-2 

- 4 
( 5 . 12 ) 

- b 

a - 2b 

11 i t :I = C 1 2 er hä lt man aus G 1 • ( 5 . 1 0 ) C = 4 n m i t 
n = 1 , 2 , 3 , .... m . Bei m Q 0 H ha t ß dann den \·! er t - 4 

(siehe Bild 5.7). Dam it er hä lt man aus Gl. (5 . 12) mit 

Gl. (5 .11) die neuen Parameter beim QOI~ nach fol gen dem 
r\ 1 gori t hmus : 

K -K 8 

ß - ß 4 8 + K 

D -D + A + B ( 5. 13) 

A A + 2 8 = A + 8 = A + K 

~a c h de m QOW ist der nächste Ok tantenwec hse l ein DOW . 

Da de r Algorith mus bei eine m DOW gestartet wurde, kann 

auf Grund der Symmetrieeigenschaften d i eselbe Para meter ­

initialisierun g wieder verwandt wer de n. Der ~ l Gori th n us 

be ginn t i cl Punkt 0 mit ei ne r:1 :IO VE2. ,\ uc h in den anderen 

Okta ntenwechs e ln ist die Bew egun gsricht ung bekannt und 

una bhä n9 i g vom Radi us i nmer g lei c~. Deshalb kann nan d ie 

''b fra ge auf D( 0 , d . h. di e Entschei dung ob :wvu ode r 

:lO VC 2 fo l gt , nach e ine m Oktant enl·iechsel spare n. I.J i rd dies 

bei der lni tia lisierung berück si cht i s t, so ergi bt sich 
das i n Bil d 5. 3 dar qestellt e Flu 0~ i ~n r ar~ d P< ~r P i <• l-
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START 

Ändere MOVE1 

A'=-ZO, D:=-13, B:•-12 ,1<:=-
8 == B •C MOVE2. 
D,.,. D•B, B==B•C 

Ko:l
1 

0: •-0 
8:•8•1<, A :•A•ZK HOVE1 
B'•B•K, O:•O+A 

Bild 5 . 8 : Fl uß diagramm des Kr e isa lqorithm us 

Je t· n a c h d i e s e ~' !•. l ~ o r i t ': r; u s r e a l i s i e r t e D K G I 3 9 I 

liefert g ute Er seLnisse. Die Kr eis e si nd unabh~n ~ i g 

vor.: Ra d i us g l e ic h hell . Di e Schrei bda u.2 r tk er0ibt 

sich aus de r Zaill der Iterationssc hritte 

Bild 5.9: Kreise ohne Mittelpunktskorrektur 

;j Sn 8 R/ 'V2 und der Taktfrequenz fT 

t = k 
24n + 9,5 

fT 

Beis piel 14 : Bildschirmdurchmesser 0 10 00 

20 c"IH z 

ms 

zu 

( 5. 15) 

2 R 
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:·c:r ~: ~~r: i, es it:: ~ ~in::: 1 1i tt e l f)!Ink tschc1tun~! /40/ , d ie es er ­

lau~: t, Le i vat· i ab l c:·: Radius konzentrisci1e Kreise um e i nen 

: : e lic L i ~ en ·: i tte l punkt zu ze i c hen (8ild 5. 10). !~re i sse gn e nte 

Bil d 5 . 10: Konzentrische Kreise um beliebigen Mittelpunkt 

können durch Angabe des An fa ngs - und End\·li n kel s ge z e i chn e t 

l·:erJen (Cild 5.11) . Die 8ilder 5.12 und 5.13 der ronstrieren 

die :: irt:un~ de r e i ngebauten "L:ra p -/, r oun rl" - L'n t erdrückuna . 

· : i ~ d c: 11 S K C' könne n a l so t~ r e i s t fj Cl e n g e z c i c ~ n e ~ \-.I e r den , d i e 

c1 ur c ': : a d i u ~ , "i t t ·~ 1 ~ u n :< ~ · 1 n r: f, n f c n ~ ~- u ... f
1 ~ ,~ >.: i r~ :: F:! 1 s ::~ ·~-

zifi:icrt sind. ü i e Kreis runk:e v: erde n no it eir;t? r l!ortlänge 

von 1 3 Lit be rechne t . Durc h en tsp r echen ~ e Cewert unq mit 

:~re i s Liö ~: en ~; ez ei c ! H1et :.-re rden, dC?ren Ra Gien r·axii:al Cas 

\' i e r f a c h e d e s 0 i l d s c ;, i r n d u r c h r. c s s e r s L c t t~ a ~ - e n . Je ,~ 1: 1 o i r. s t 0 

derste ll ba re Kreis is~ durch C = ·~ ~1 e ~CC2n unrJ ~.es i tz t Gen 

~~ Fad i u s '' r: = V2. 

Bi l d 5 . 11 : Kreissegmente 
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Kocrriin,,te., r;/es !l;tltlpunlris 
C:r..,, Y..,) 

Bi l d 5.12: Kreise ohne "Wrap-around" Unterdrückung 

X 
flbit 

y 

fbit 9bit 

A"fo.",sld~tk~L Ehrlr"i~lrel 

t:J-~ tiE 

Bild 5.14: Blockschaltbild des DKG 

Bi 1 d 5.13: "~!r a p-around" unt erdrückt 
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5. 3 Di gitaler ll atrizen m ulti p l izie~~ fl : l i l 

Hochle istun gsdisp l ay s besitzen zur Du r chfü hr ung der 

linearen Transforma tio nen in Ec htzei t e i nen Ma t r izen ­

mul tiplizierer. Durch die Verwendun g von homogen e n 
Koo rdinaten lass en sic h die Rotation, Skal ier ung, 

Trans 1 a t i o n und Pers p e k t i v e e i n es Vekt ors ~ , y , z , v!] 
durch t·1u lti plika tio n mit ei ne r (4x4 ) - r1 atr i x berec hnen. 

In /32 / sind die Erge bnisse ei ner vergl ei chenden Unter ­

suchung der Nögl ic hke iten zur Re al i sier ung de r (4x 4 ) ­
Matri x angeg eben. Das do rt vor ge schlagene Konz e pt eines 
di gi ta len r~ atr izenmultipli z i erers (DW\) soll hi er aus­

gefü hrt und erweitert werd en . Der DMM berec hn et in 
ho mogenen Koord i naten 

p' = p . T 

[x ' ,y' ,z' , w ~ [x ,y ,z ,w] a11 a12 a13 

'"] 
( 5. 16 ) 

a21 a22 a23 a2 4 

a31 a32 a33 a34 

a4 1 a42 a43 a44 

X ran a12 a13 a14] 

+ y [a 21 a22 a23 a24) ( 5. 17 ) 
+ z [a31 a 32 a33 a34) 
+ \•/ [a41 a42 a4 3 a44) 

Es sin d 16 Multipli katio nen und Additio nen aus zufüh r en. 

Di e Ge s chw indig keit, mit der diese Opera tio ne n ablau f en 

müssen , hä ngt von der mittl eren Vekt orsch re i bdaue r de s 
Sic '1t ger ä ts ab . Si e 11urde f ü~ den Ent v!ur f de s fl i:': r. it 
10 ps angeno mm en . Als Multi pliz i ererbaustein stand der 

2- Komp lementmu l tiplizie rer AM 2505 zur Verf ügun g, der di e 

' : :J 1 t i !' 1 i ! ~ o t i :J n von z ~.-.' c i : :=: b ~ t ', .' r: r t e r ~~ i n : .3 ~- n s :' /" 1 / 

0 e s tat t e t . J u ;:, i t i< a :1 ~ 1:-: (;. n a I 1 2 · : L.' l ~ i r-; i ~· ~ t i o n e n ~~ a c ·, ­

einan~er aus f Uhren und sic ~1 au f ~2~ Ei ~sa tz ei nes "1u l ­

tir1izic r e r s bes chr änken /42 / . l:ie tra :·.s f o r r: iel· t en 
:: o o r Ci r: a t e n \!erde n - o ~ · i·! o ~, i r: i c ~ i 1 d s c ~1 i rr; auf 1 i:5 s u n r: '1 ur 

10 bi t ve rla n:' t - r.1it e i ner ~:~rt lii nse vc- n lG ti ': be ­
rec hnet . Di e s geschi ei1 t aus fol c;end2n C.r'.indcn : 

/j.ltt,. Mtt.t rixspeiaher 

Bil d 5 . 15: Block s chaltbild de s DMM 

1) Bil de r wer den oft dur ch r.ehr f a c he Versc hac hteJun g 

vo n :.: nterb i ldern ( sub ri c tures ) erz eug t. Dure il die 
Gen a u i g k e it d e r :1 a tri x- Tran s f o rn a t i o n vl i r d ve r h i n C: e r t , 

daß d i e Feh ler akk umu la tion in den Koor di nat e n 
T 

n 

die Cena uigkeit de r D arstc llun ~ auf dee1 Bil ds chi rc1 

her absetzt . 
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2) Der Zah len bereic h der 0bjektkoo rdi na te n in der 

Da tenstruktur (Pa~e - K oor d i na ten) ist c.eist un e i n 
Vielfac·hes 9r äßer als der des Cildsc hirns. Unab ­

hä ngi g von der ßil ds chirmau s ga be solle n auc h di e 

Objektkoordinaten ohne Genaui0keitsverlust trans­
for miert werden kö nnen. 

3) Je,- 01·1~1 ist e in e t2 ur e SC)e zi .2ll e Hardv.<a r e , rceren 

~~·i thne tisc he ~ :ö0 licl1ke i ten aus \·lirtscha ftlic hen 

Er ~1j0 ungen de n Jisp la y - 2ec hner z ur Verf U0 un s ste hen 

un d an des sen !!ort l ~ n ge - "e ist 16 bit- an" ena13t 
sein sollt en . 

5 . 3 . 1 ( 4 x 4 ) - '·' a tri x s r e i c her 

Die Kom nonenten des DMM wu rden so gewählt, daß die we ­

sentlic hen Verzögerungszeiten durch den ilultiplizierer 

verursa cht ~1erden und Le i eingeschr i eb ener (4x 4) - i1 atrix 
de r i:u lti plizierer st iind i s ar beitet . Der !1 atrixs rei cher 
besteht aus 4 Speic herb aust einen nit je weils 16 4bit­

l·!ört ern. Durc h Parallelschalt ung 11i r d die l!ortlänge von 

16 bi t er reicht. Die ei n!] ese tzten Ha lbleiter-R;,;:s 31 C1A 
( ~a n C: o n ;\ c c es s :I e r.1 o r y ) ha be n e i n e n a x i m a 1 e Zu g r i f f s z e i t 

von 3S ns . Der Speic her 1·: ird übel- einen4 - bit - Cinärzä hl er 
ad r e ssiert. Durch einen Spr unshefeh l ist der Zä hle r par ­

a ll el setz bar , so daß zu n sel ektiv en Ve rändern der :1atrix 
jede bel ie l i ~e Zelle ange wih lt werden kann /42/ . 

5 .3 . 2 :'u lti plizie re r fü r (1 6x1G) c it 

Entsprec hend den Au sfUh run gen in /41/ wir d der Hultipli ­

ziercr au s 2 Feldern (f' rrays, n ;eic!inensionalen Schalt­
ketten) von i1u ltipl izierbausteinen r,;J 2505 auf scba ut, die 
pa rall e l d ie Produkte 

"rJ - l S 
y 
.. ·J - 15 

'~o,l,4, 5 , 8,~ ,l2 ,1 3 unC 

y 2,3 ,6, 7 '1 0 ' 11 '14 '1 5 

l·2 r 2c';nen . :::·u r.u1· ::.r 2~ell~r: G~.:: s l") i· oc:.;; t cs \ .' Ci~-2r ·;c r -

c) r ~ c i t c ~ ~ -: c ,-Ce n , ~~ :j n r. :- :-: z: i c : ; ,_; 1 t i ~ 1 i z i c r 2 r c: i n ~; ~ s :. 2 1- t 

~:et· dcn , ~ e r en Tei l produkte ~ur zu de n letzte n lC Cits 

ei nen CQi t ra~ li efern. J i e Ergebnisse ~e r ~ei~e n Fe l der 

\·f e r d e n i n s c h n e 1 l e n f, cJ d i e r e r n /'; i: :; 3 '1 8 r:, i t i n t ~ r :: 2 r ;-- c; r a 1 -

le l er übertra ~ s be rec~nung ( car ry loo k a~ eac!) add iert . 

Jas Produkt li egt in 2 - l(o ~~ l e;:; cn t dars t e1 lu~c ~2ci1 ca . 

2 00 ns vor. ~e r aus den Datenblät t e rn e r mittelte ungünsti g­
ste Fall (worst - c ase) brauc ht 260 ns. 

5 .3.3 Akkumu lato r und Ergebn isspeic he r 

::::er 11. k klm u 1 a t o r ist 1·1i e de r !1 u lt i p 1 i zi ere r nu r ein r: a 1 vor ­
handen. Er be s teht aus eine n 16 bit Ad dierer unC: eine r 

16 bit Hilf sr<: gistel- . J ie_ Ein gänge des H- Res is te r s sin d 

mit den Au s gän cen des Add i e r e rs verbunden. Cie Ausgänge 
des H-Registers belegen d ie Add ierere i nsä nge f Ur e ine n 
Su mm anden. Die [ i ngänge für den zweite n Su mn a nd en sin d 

01 i t den Ausgängen des t·1ultiplizierers beschaltet. r·lach 

jev1ei 1 s 4 r-e c he nsc hri tte n ste ht ir1 11 - Re a i ster eine K o ::1~c ­
nente des tra nsformierten Ve ktors p'. Sie wir d in einen 
der vier 16 bit - Erge bnisspeicher übe rno mm en. 

Damit der Nultipliz i erer bei eingelesener (4x4) - Matrix 

ständig rechnen kann, werden die zu transformierenden 

Vektoren p im DNM in einen Pufferspeicher mit kleiner Zu­
griffszeit übernomn en . Der Pufferspeicher besteht aus 2 

Tei l speichern, die altern i erend geladen und gelesen wer­
den . 

Die Re chendauer für die vollständige (4x4) Matri xmulti ­

pl i kation beträgt im ungünstigsten Fall 8 ps. Im Betrieb 
des aufgebauten D!-nl 1·1urden 6 j.IS gere ssen. 
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~ i ,-. ~ ~ a 1 c: r ) i v i Ci e )~ e r 

Zu1· Ce rec h n u n ~ :! e r ~ ers ~ ek ti v i sc 1e n Pr oje kti on und 
z ur L n •i i t t 1 u n 9 der 8 i l d s c h i rr1 k o o 1~ ci i n a t e n au s den h o ­

~ o~e n en Koo rdi na t e n müs se n Di vis i onen durc hg efü hrt 

1·: e r den . Es i s t VI ü n s c h e n s 1·1 er t , daß d i e Za hl d e r da rs t e ll -
~.:a r en \/e ktor e n L·e i e i ner Ec .1: ':ze it berec hnu n'] der Pe r -

s pe kt i ve n ic ht I·Je s ent l i c h r edu z i e rt \'Jir d. Daraus fol gt, 

c ä ß L' i c i: e c h e n z e i t f ür d i e J i v i s i o n e r heb l i c h k l e i n er 

se i n r:ui3 a ls f ür di e (4x4) ~latr ix - T r a nsform ati o n. Diese 

Forc:> ru n" i st er f iill t, 1·1 e nn e s 0e lin gt, die Di vi si on szeit 
in c: ie GrVl eno r dnu n0' der ' iultip l i kati on s ze it zu br i ngen . 
Zu diese~: Zl·!ec l: wurden e i n i~c Di v isi o nsve r fa hren bez Ug ­

li c ~ ~e c h enz e it und Har dwar e - Aufwan d unter s uc ht / 43 / 
unc Z\'Je i sc hnell e Di vi dier er en t worfe n . 

5 .4 . 1 Di vis i on C~ it Z\'l ei c i ~ens iona ler Schaltkette 

I n der Li te r a tur /44/ , / 45/ sin d Realisierun ge n der 

"Di vi s ion ohne Rü c kstelle n des Restes" (nonrestorin g 
d i vi s io n ) mit zweidi mensi ona le n Sc haltketten (cellular 
ar ra y s ) a n~ e 0 eb en . Das ei nzel ne Ke tte ng lie d bes te ht i m 
wes en t lic hen aus ei nem kontr oll i erba ren Addiere r-Sub­

t r ah i e rer KA S. An e i nem Za h l en b e i s~ ie l we rden die not­
wendi sen Fu nktionen ein es Ketten gl ie des gezei gt. Da die 
Bi l ds c hirmkoo r d in aten nor mi e rt sin d , werden nur Zah l en 

i ~1 cerc ic :1 05. Z ~ 1 be t rac ht e t. Die Fra 0e des Vo rz e ic he ns 
t·li r d spä ter zusamme n mi t de :: : e n :eite r te n o:;r: b e~'ar. d e lt. 

Ce i s p i~-- l S : J i v i G c n d 

Di vi s or 

Quoti 2n t 
i;e s t 

0 .0 111 0101 0 .1 10 1 
- " .11 01 
( l ) 10100 

+ 0.11 0 1 
(QOOO 11 

- 0.11 01 
(l)O 1100 

+0.1101 
(U100 11 

+OJ 101 

(QOOO O 

n 
( 

s : 

5- 2t. 

0. 100 1 S : = :< 

S : = S- Y 
s < o--. C:o 0 

S: = S+Y/2 
s > o--.. c, 
S: = S- Y/4 
s < O-+Q2 0 
S: = S+Y /8 
s ( o - r1 3 ) 

S : = S+ Y /1 G 
s a::. O__. Q4 

Nach jeder Addition oder Subtraktion wi rd der Divisor 

um eine Ste ll e nach rechts geschiftet . Diese Operation 

wird durc h di e Verdrahtung der Ketteng li eder fest gelegt. 
Für eine Zeile der Schaltkette mUssen all e Glie de r mit 

einer Steu e r l eitung E auf di e vor gesc hrie bene Ar be its­
weise (Addition ode r Sub t raktio n ) umschalt bar sein . 

Der Divisor muß in Sc hiftrichtung von Zeile zu Zeile 

durchgescha l tet V/erden. Damit lä ßt sich folgendes Ketten ­
glied e nt werfe n : 



5- 2 5 

s y 

Bild 5 .1 6 : Kontrollie r barer Addierer - Subtrahierer KA S 

J as Vo r ze: -:·t en <Ü:s Re stes S be stir:n t d ie Gr öße de s 

Quoti e ntc t:~i~s und d i e näc hste a ri thmet isc !1 e Jpe r a t i on . 
[-; \; i r· d a 1 :.: 1 c t z t e ,~ U b e ~ ~ t ~~ c. ';1 c i n e r : c i 1 e ~Jene r i er t . 2 i e 

S u U t r a k t i c n \·! i r d L! ur c h 1; d d i t i o n des 1 - K o i.l p 1 e ri e n ~ s des 

:~e tte n ~lied e in'.' J aJd i e r t \·Jc r den .B ild 5.17 zei gt eine 

zwe id i men sionale Sc haltkette ,in di e das Za hl en be isp ie l 15 
e i nge ze ichn et i st. JiQ Qrs te auszufUh ren~e ~~e r a t io n i st 

be i de r ~~ ;· ! onr ·:=storinJ ~ i v isi on 11 d i e Su b~ r ak ti or; des J i ­

vis or s . Di e S tcue r l ei~un~ : J2~· ~r st e n Zeile ka nn ~eshal h 

f c s t a u f •• 1 •• ~! ~ l e <] t \·: e ,~ C e n . S i e An z a h 1 d e r 7. 2 i 1 e n i s t 
'] l eich der 9e1·1Unschten \!or tl ä nse :1 des Quot ien ten e i n-

s c h 1 i c :3 1 i c :1 d e r ~ t c 1 1 c vo r de m Ci n <i r ~ unk t. ~ i c :. ;: za hl 

ci c r S !i a 1 t e n iJ r o Z e i 1 e h ä n ~: t von c~ 0 ,- \,; o r t ; ::; ;1 : · .: ·: des D i v i -

SGr s a :· . :ur Ji visi on s i n ~t ·! -1 !',c"':tenr.l ie Cc r n o t 1 : e nt ! i~ . 

· :r:~ t: ~ v'. ·:t~' ~!~2:.: ~ 0 r ~1 : r: ~ i r: i c :i T, 

s o ~l e r c c h n :: t s i c : i. , : i e -:" ~ i ·~ ~ . f .; r d i e :; i './ i s i o n n ~i h c: r Li r. ~; s -

I s ': 

sc·!~S :: cc hene i t..'l .i.; li t ~~er· ; 11 t ~:. ~·- ~~i C( tc ~cf1 a l t k rei s 7 t: ::: "", 1 1 1<1 2 

1: 1it eine r typis:::1 cn ;/(;r ;.:~_~rc ;·un ~; ~ z eit '/On 2,·: ·1s fü r e i ne 

5-26 
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5. 4 . 2 Kombinie rter Divi di erer-: iul ti pli ziere i- Di iD 

J ie i ~ vorangegan genen Abschnit t besch r iebene zwei­

d i mens ionale Sc hal tkette zu r Dur chf Uhrun9 de r "Di visi on 

oh ne Rüc kstel l en des Reste s" be ru ht au f de r :1öglichkeit , 
wah l we ise zu addieren oder z u sub tra hi e re n und e ine 

fes te Sc hiftbe 11 e<)un n. be iz ube ha lten . Eine ::ult i ~ li ka t ion 

Jjßt sic h a uf di e gl eiche We ise dur c hfUhren , wie fo l gen ­
des Zahlbe ispiel zeigt : 

0 . ·) 1110101 

- 0 . ~ l s: 
(1) l ClO O 

+ 0.1101 
(C100 0 ll 
- 0.1 1 0 1 

(~0 1100 
+ 0.1 1 0 l 

(JJI OO ll 

+0.11 0 1 
(O}OOO O 

0 . 111) 1 0 . l 001 
8 . 11 01 . 0 .1001 

.: :::: ~ I 
0 . 0000 

+ 0 11 01 

0 . 0 1101 
+ 00000 

0.011010 

+_---'o::..:o:..:o:..:oc..:.o 
0 . 0110100 

~10 101 

Ve rwendet man zur Multipl ik ation dieselbe Schaltkette wie 

zur Di vision, so gehen die höhe rwertigen Bits des Produk­

tes ve rloren. Deshalb müssen für diesen Fall zusätzliche 
Addierer A vorgesehen werden. Außerdem muß für jede Zeile 

eine Ko ntrolleinheit KE die Steuerun9 der Operationen 

Additi on / Subtraktion übernehmen. Der KAS nach Bild 5.16 
muß so erweitert we rden, da ß der Multip likant X für den 

Multi plikator 0 unt er Um cehu na des Addierer/Subtrahierers 
zur nächsten Zeile durchqeschaltet werden kann. Bild 5.1B 
zei gt den mod ifizi e rte n KAS . In Abhängigkeit der Sianale 

S- 28 

y X 

Ez --++-_...--t-~-~..---~-E,~, 
E~--t~=:::!=::=:t====:s.J~-E~ 

s y 

Bild 5.18: Modifizierter KAS zur Division /M ultiplikation 

E
1

, E2 we r den f ol gende Ope r ationen ausgefü hrt: 

s 

0 0 

0 X 

0 

Die Kontrolleinheit KE steuert die Ope rati on der KAS 

einer Zeile nac h 3 Kriterien: 

1) Ge tri eb Di visi on oder ::u lti r li kat ion 

2) Bei Division: lle lc hes Erge bnis Q lieferte die vor her ­
!)ehende Zeile? 

3 ) ß e i r'i u 1t i p l i k a t i o n : t·: e l c h e n \: e r t b es i t z t da s zu g e h ö r i 0 e 
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Dcnen tsprec~en d l äßt s i c h fUr die Fu nkt io n de r Steuer ­
l eitun ~o n E

1
, E2 de s KA Se i ne Wahrheitstabelle aufstellen: 

i:ulti pl i kati on: K 0 Q X s E1 E2 

r = Y · x 0 0 X 0 1 

1 0 X 0 1 

0 1 X+Y+C 0 0 e 
1 1 X+Y+C 0 0 e 

Di vis i on: K 

Q = 'A/ Y 0 0 X+Y+C e 0 0 

1 0 X- Y- C 0 e 
0 X+Y+C e 0 0 

X- Y-C 0 e 

Hi era us e r hält nan für die Steuerfunk tionen 

K Q und 

Für den Fall der Multiplikation muß an den X- Eingängen 

des Dt~ D Null anliegen. Dies wird durch ein vorgeschalte­

tes UN D-Gatter erreicht. Der DMD l ä ßt sich damit als 
Erweiterung des in Bild 5.17 gezeigten Dividierers dar­

stellen (Bi 1 d 5.19). Neben den X-Ei nga ngs gattern und 
den Kontrolleinheiten KE müssen zur Berechnung des Zahlen­

beispiels nur 5 Addierer A zu sä tzli ch aufgewandt werden . 
D i e An z a h 1 d e r z u r 1·1 u 1t i p 1 i k a t i o n b e n ö t i g t e n K e t t e n ~ 1 i e d e r 

ist bei einer Wo rtlänge K des t··lulti plikanten bzw. L des 
Multiplikators einschließlich der Stelle vor dem Binär­

punkt ( K ( L -1 ) - 1 ) KA S p 1 u s L ( L - 3) I 2 A f ü r L) 3 . 
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~ ~ ie r..e c'lenze it T.i ist a bhiinc,i n von der tn z a:~l; d~ r 

E i n s e n i ,., :: u l t i ~ l i k a ~ o r . ~ i e \: ~ r z 0 ~ e r u il ~ C 11 r c ~, Ci e 

Catte rl a ufzeiten T ~ ~et rH 0t ryr o Ze il e bei Ei nsat z von 

Sc~ o ttky - TTL c a . fi ns. Zusammen n it der r dd i tionsze it 

T = 2J ns ero i bt sie ~ f ü r d ie "!u l tiplikations ze i t 

r 

-:- 1: = ( ~ - 1) ( r.~· T + L ) ( 5 . I B) 

F:Jr 1·) z. ß . bet ränt T .. - 2:10 ns un~ lie~t ~ a r· it 

iibe r d-: r " ulti r. likc.ti on s: e i t: nuc'l Kary i tel 5.J . 2 . cie 

T :J - '! ( ~ ~ T ~ ) 

120 ns . 
( 5 . 1 '} ) 

:' ~ ; vor c es c hl ace ne :·:~ l~ i etct sic h aL: f r.rund s e i ner 

z e llularen Stru ktu r zur rro 0 inter r a ti on an . Eine Pea ­
lisier ::n n aus ein zel nen Elenente n auf der Basis der 

arit hm etisc hen Recheneinheiten 74518 1/1 82 war aus Kost en­

s r tind en (ca. 10 . 000 1) :1 it:· Juli 73) n i c ht mö~l i c '1. De s -

~ a 1 :0 ;·:u r ü e n a c 11 e i n e n ~ iv i s i o n s ve r fahren s es u c 11 t , das 

au ;: ~e r :? sis •:;in ::s sc:,n..;llen · ~u lti r> l i zi c: rers ::r ~~ eitet , 

1·: i e c r i r; ; ; a t ,. i z e n . · u 1 t i :; 1 i z i e r 2 r !·· e r e i t s z u r V e r f ü 0 u n n 

s ta n r' . 

5 . t . 3 It eratives O iv i sio n sv er f a~re n 

:' ~ r· ; u o t i e :'! ~ ~ = y ~ .. : i r ci C.: ~i r c h :: u l t i p 1 i k a t i o n von ;: r; i t 

~le ll Re zi p ro kl-1ert von 'I 9e 1·!o nnen. Da s allgeneine :J i visi ons ­

~roh le m wi r d da mi t a u f die einfa c her e ~ ezi p r ok w er tti l ­

dun ~: reduziert . \ ' in~ der ·. :e r te':· er eic 11 de s :: enners Y ~urc ~ 

::orn a 1 i s i e r un g au f 1) Y ~ :J , 5 he sc !1 riinl: t, so 1 i' rt si c '1 r i t 

fo~ - e nt!c 

'( = l - 7 

Re i ~ 2 r. e n t ~ ·: i c l: 1 u n n an:' r; !-, c n : 

1 
y 1 + ?_ + ~ L + 

11+ 7 )( 1+7 2 \ 

~ er Quot i ent o, 1ir c! dar:it 

n - 1 
li c1 X ·lf 
n-oD i= o 

n-1 

5-:z 

X • 1 im T Ai c: i t 
n.-oo i = O 

/\ . 
1 

( s. 2 2) 

Die Za hl n er g i b t sich aus der ~ewUn sc hten ren aui~keit 

de s Erg ebn i sses . Dies l ä ß t sic h a b sc h~ tzen dur c h Erweite-

run g des Nenners 
n-1 

rit de r Re i henentwicklun~ 

n - 1 ~ i 

f• . • = (1 - Z) T (1 +ZL ) 
1 i =o 

v. T 
i =o 

2n 
= ( 1- z = 1 - € 

n a c 11 r. 1 . ( S . ?. 1 ) : 

( 5 . 2:1) 

Da Z { 1 ist, konverg iert der Aus dru c k (5 . 23) (]uad ratisc 'l 

geg e n 1. I n g l eieher \I ei se konv ers iert dann ( 5 . 22) ~enen 

de n gesuc hte n Quotienten () . ;J en r.l axi r;; alen Fe ':t c l· e max 

erhält man be i feste n n für 

z r.tax 
0, 5 

Für n = 4 ist 

Der Qu otient 

y 

e max 

C 11 ax 

3 

T ' /', • 

i =o 
1 

Q 

~ 

d. h . : 

1 - 2 - 15 _ 

3 

X • 1r 
i =o 

( 5 . 2 5) 

I 

i st dann r:i t einer: relativen Fe hl e r Emax 2- H i· eh a ft e t . 

~ie Faktor en f; i 1-1 er r:l en n it ~1. (5.20) aus de m i!enn e r Y 

be rechnet nac h 
2 i 

{; i = ( 1+Z ) 
i 

( 1+ (1 -Y ) 2 l ( 5. 2 6) 
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oder "1it l:ilfe de s 2- 1:or:p ler1ents re l:u rsi v definier t: 

(1+(1-Y) 2 - Y 

Ao Yo 

Ai-1yi-1 
(50 2 7) 

2 - y i y i 

FUr je den Iterationsschritt sind Z\vei ~lultipl ikationen 

und e ine Add iti on oder Komple ment bildun0 durchzu fU hren . 
De r vo r handene nultiplizierer liefert nur 16 bit Produkte, 

was die Konvergenz aber nicht beeinträchtigt 1461. Aus 

den Gln. (5.25) und (5.26) ist zu erkennen, daß die bei­

den fUr eine Iteration notwend igen Mu lti plika ti onen un­
abhjng i 0 voneinander durchgefUh rt werden können. Stehen 
n•e i ::ul ti r l i zierer zur VerfUgung, so kann die Rechenzeit 
z u r Q u o t ient e n b i l du n g a u f d i e H ä l f t e red u z i e r t 1·1 e r den . 

Die se !'n:' lic hk eit 1·1urde bei dem realisierten Div idierer 

1471 wahrgenommen . Bild 5.20 zeigt das Flu ßdiagramm des 
) ivisionsal ~o rith mu s. Zur Verme idun g von Ob erläufen sind 

Abfragen auf Y >X und Y = 0 ein gefUgt. Y ~~i rd durch 

Schiften nor ma lisiert. Jie Rech enzeit wird in wesentlichen 
durch die in Gl. (5.25) nacheinander auszuf üh renden 4 

"1 u l t i p 1 i k a t i o n e n ( 4 x 2 C 0 n s ) b e s t i n r:1 t . I n I 11 7 I 1·1 u r d e n d i E 

n in i nale (Y ist bereits norr:Jiert) un d maximale (Y muß 

'i~er 1~ Stellen geschiftet •t~e r den) Rechenzeit mit 

T . 1120 ns und n 1n 
T 12 83 ns angeseben. max 

J ie ser nividi e r er läßt sich in 3 Punkten wesentlich ver­
~ essern: Pr inzi piell dur ch Verbesserung des Startwerts 

f 0 = 1 + Z der Iteratio n , technisch durch Yerwendun0 
sc~nellerer 11ult iplizierer und l'f1lgehun(J der Schifts rlurch 
[insatz von !iultiplexern fUr di e ::ormalisierun~. 
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5. 4 . 4 Mod ifiz i ert es it era ti ve s Di visi onsve r fahre n 

Bei dem zuvo r beschriebenen it e r ative n Di vis ionsver ­
fa hren wu r de di e Zah l der notwendi~e n I t e r ati onen n 
unter de r Annahme des unnUn s t i as t en Sta r twerts mi t 
Zmax = O,S f Ur einen Feh;er E.•;-lf be st ir:mt (rln. ( 5.24) 
u n d ( 5.25~. Umgekehrt kann man nach dem St artwert als 
Funk t ion der Za hl der I terationen be i vor~eqebenem 

Fe hl e r fr age n. Aus Gl. (5.24) e r hä lt man 

t= 2-1 6 zn 
( 5 . 2 8) = ?. 

Zum Beispiel sei 

z n = Anza hl der Iterationen 

2-1 4 
2-2 3 
2-4 2 
2-8 

2-16 0 

Steht der Reziprokwe r t 1/Y mit 16 bit Wortlänge in einem 
Festwertspeicher (ROM) zur VerfUgung, so ist keine Itera­
tion notwendig. Die dazu notwendig.e Spe i chergröße be i de111 

gewählten Zahl benberei eh 1) Y ~ 0,5 umfaßt 15 · 215 Werte 
und ist technisch nicht vernUnftig zu realisieren. Dagege n 
sind ROMs mit einer Kapazität von 8·2 8 bit erhältlich . 

Sei 1
0 

= 1/YR der Reziprokwert des auf 9 bit aufgerundeten 
Nenners YR> Y. Durch Erweitern des Quotienten erhält man 

Q ( 5. 29) 
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mi t 1 > y ~ 1 - 2- 8 
0 

Damit wird 

0 ( z ( 5. 30) 

und mit G1.(5 . 22) 1 + z ( 5. 31) 

Der Quotient läßt sich nun mit einer Iteration berech­

ne n Gl. (5.22): 

Q X A 
0 0 

X 10 ( 1 +Z ) 
X 1 0 (l+l-Y

0
) 

Q X 10 ( 2-Y!
0

) ( 5. 32) 

Die be i den Multiplikatione n X· I
0 

und Y·I
0 

können gleich­

zeiti g ausgeführt werden. Der Wert (2-YI
0

) steht als 
2- Ko mplement von Y· I

0 
schne ll zur Ve r fügun g . Die Divisions ­

zeit für eine Genauigkeit von 16 bit ist im wesentlichen 

du r ch 2 nacheinander auszufü hrende Multiplikationen gege­
ben . Jede weitere Iteration zur Verbesserung der Genauig­

ke it ben öt igt ca . eine Multi pl ik ationszeit (2 Multiplika­
t ionen parallel ) . Die Genauigkeit des Startwerts kann unter 

Beachtung des Wertebereichs 1 > Y ~ 0,5 leicht um eine Stelle 

ver bes sert werden . Die erste Stelle nach dem Binärpunkt 

ist Y1 = I. Es kann deshal b de r Reziprokwert 1/0 . 1YJI-]X 
l.I I ·Yi!l i n eine m ROt·l (2 8x8) bit = 2K bitbereit gestellt 
we rd en. 

Aus Gl. (5.32) ergibt sic h der Reziprokwert des Nenners 

Z U !
0 

(1+1-Y!
0

) 

!
0 

(1+7) = !
0

( l+R 1 ) 
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Hieraus läßt sich eine modifizierte Newton'sche 

Approximation /48/ des Reziprokwertes I = f(Y) = 1/Y 

ablesen: 

Startwert : 10 f ( y) 

R1 1-1 y I 1 = (1+R 1 ) I 
0 0 ( 5 . 34 ) 

Ri+1 1-JiY Ii+l = ( 1+Ri+1)Ii 

Na ch der Bestimmung de s Rezi prokwer t es muß no ch mit dem 
Zähler mul tipliz i ert wer den 1 um den Quoti enten zu erhal ­

ten. Dieses Verfahren is t gegen über dem zuvor bes chrie­

benen lan gsame r , da die Werte Ri+ 1 und Ii+l vo ne inan der 
abhängen und deshalb die beiden not wendigen Multiplika­

tionen nicht gleichzeitig ausgeführt werden können. 

Die Division nach Gl. (5.32) wurde in PL/1 programmiert 
und lieferte unter Berücksichtigung der Wortlänge von 

16 bit folgende Ergebnisse für die Reziprokwertbildung 

( X=1, 0,5 ~ Y <.1) /49/: 

Maximaler Fehler: 6,28 bei Y 0 ,5 

Durchschnittl i eher Fehl er: 1,5 

Minimaler Fehler: 0 

Die beiden 16 x 16 bit Multiplizierer werden aus den 

4 x 4 bit Multiplizierbausteinen 74284/85 aufgebaut, 
deren mittlere Rechenzeit für ein 32 bit Produkt mit 
100 ns an ge geben wird . Diese Multiplizierer können nur 

Bet rä ge verarbeit en , so daß zur Gesamtrechenzei t noc h 

die Zeit für eventuelles Komple men t ieren addiert werden 

muß. 
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Die Normalisierung von Y kann mit schnellen t1 ultiplexern 
in 50 ns /47/ durc hgefü hrt werden . Die maximale Rechen ­
zeit für di e Division wird damit 350 ns betragen. Die 

Forderung nach e iner Divisionszeit in der Größenordnu ng 

der Multiplikationszeit i s t damit erfüllt . Die fl ackerfrei 
darstellbare Anzahl von Vektoren wird bei einer Echtzeit­

berech nung der Perspektive nicht wesentlich reduziert . 
Die Bilder 5 . 22 und 5 .23 zeigen das Flußdiagramm und das 
Blockschaltbild des Dividierers. 

START 

Laden 

ROM Auslesen 

l.Mul tipl ikation 

Komplementbi l du ng 

2 . Multipl ikation 

~....:31.= Fl ußdi a<Jramm de s Di vi s i onsal oori thmus 
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5. 5 Verbesserter ~1atri zen mul tipl i z i erer 

Für die Matrizenmultiplikation stehen nun zwei 

schnelle Multiplizierer zur Verfügung. Die Transfor­

mation eines 4-KompC>nentenvektors einschließlich der 
Di visi on kann in 4 ps durch geführt werden . Bild 5 . 24 
ze igt das Bloc ksc haltbil d des verbesserten Matrizen­
mult i plizierers . 

0/VtDIERFER 

Q = A/B 

A 6 G 

Bild 5.24: Verbesse r ter t·latrizenmultiplizierer 

5.6 Kurv e n- un d Flä c h enb e r ec h nu n~ 

Die beschriebenen Verf ah re n z ur Kur ven - und Fläch e n­
darstellung lassen s ich all e i n die For m de r Gl . (3 .1 5) 

Q (u , v ) = UT ~V 

bringen. Diese Tatsac he legt den Gedank en nahe , mi t 
einer speziel l en Hard wa re diese Gleichun g a us zu wer t en. 

Zwei wichti ge Vor t ei l e sind damit zu erzie l en: 

1 ) lm Bil dw ie der hol ungssp eic her muß nur di e 

Fl ächendefinition qespeic hert s ein. 

2) Die f lack e r frei dar s tellba re Bi ld inf ormation v1i r d 
größer. 

Flächen werden auf dem Dis pla y durc h u- un d/od er V-Raster­
linien dargestellt. Diese Kurven sind aus ob i ger Gl e ichu nq 

prinzipiell auf zwei Arten zu gewinnen: 

a) lnkremental nach dem Newton'schen Differenzenverfa hren. 

b) Durch Multiplikation mit einem Matrizenmultiplizierer. 

5.6.1 Differenzenverfahren 

Die Vorwärtsdifferenz einer Funktion Q( u ) ist bei gleich­
mäßiger lnkrementierung der unabhän g igen Va r iab l en u de­
finiert als 

6 Q ( U) = Q ( U+ d ) 

A ( 6. Q ( u)) = A 2 
Q = 

-Q(u) d= 

[o {u+ 2 d ) -Q ( u+dl] 
[ O( u+ J ) - Q(u)} 

N 

Q (u +2tf) - 0 {u+a) + Q (u) 

( 5. 35) 

Q (u+ 3d ) - 3 Q {u+2d) +3 Q ( u+J) - Q( u ) 
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Durch Umschreiben von Gl. (5.35) wird 

0 (u)-On 0 (u+d)-+0 1 erhält man n+ 

.6 On On+l On 

6
2

0 n On+2 2 On+l + Qn 

3 
Qn+3 .6 Qn 3 Qn+2 + 3n+l - Qn (50 36) 

gesucht ist Qn+l: Aus Gl. (50 36) folgt 

Qn+l On + .6 Qn 

A Qn+l 6 Qn + 20 
~ n 

2 c}o +tS On 
(50 37) 

ö On+l n 

3 
6

3
0 ö On+l konst n 

Das Polynom ist also durch Angabe von Anfangswerten 

00 , ö0 0 , ~2 0 0 , A
3

00 völlig bestimmt und iterativ ohne 
Multiplikation berechenbar. Zur Berechnung eines Punktes 
sind nur 3 Additionen nötig , die gleichzeitig ausgeführt 
werden können. 

Die Hardware-Realisierung des Differenzenverfahrens besteht 
aus einem Addierer-Register-t1odul, der je nach Grad des 
zu berechnenden Polynoms entsprechend oft hintereinander 
geschaltet wird (Bild 5.25) /50/. 
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zum OAU 

Bild 5.25: Berechnun g eines Polynoms 3-ten Grades 

Der ARM stellt eine Erweiterung des Vektorgenerators 
nach dem DDA-Prinzip dar. Bei einer Wortlän9e von 16 bit 
ist die Rechenzeit für einen Iterationsschritt bei Einsatz 
von Look-ahead-Addierern in Schottky-TTL ca. 30 ns. 

Das Differenzenverfahren ist bei der Berechnung von Poly­
nomen exakt. Fehler treten nur durch Akkumulation von 
Fehlern in den Anfangswerten auf! Ist eine Kur ve gegeben 
durch 
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Q ( u) 

so erhält man nach n Iterationen 

n 
Qn 0 0 Qo 

tl Qn 0 0 600 vn . [~oo J (5.38) 
2 

0 0 2 
6 Qn 6 Qo 

3 
C. Qn 0 0 0 3 

A Qo 

mit den Anfangswerten 

A P" (5 0 39) 

G 
Mit der Matrix A werden die Interpolationspolynome bestimmt. 

Die Produktmatrix C ist dann bei fester Schrittweite J 
für alle Kurven gleich, so da ß ihre Elemente in einem ROM 
zur Verfügung gestellt werden können. Die Matrizenmulti­
plikation 

c" P" 

kann im DMM ausgeführt werden. Ober grafisches Tablett, 

Lightpen oder Potentiometer können die Punkte P" verändert 
und der gewünschte Kurvenverlauf interaktiv angenähert 
werden. 

: -45 

Zur Flächendarstell un(J mü ss e n für jede Rasterlinie 

neue Anfanqswerte 9eladen werden, die ebenfalls iterativ 
be rechnet werden können. Der Vorgana der Iterat ion wird 

mit Bil d 5.26 erläutert: 

,_____._ _ ___.___.....___,0' 

Bild 5.26: Berechnung der Rasterlinien 

In Matrix 0 stehen die Koordinaten des Anfangspunktes ~(o,o) 

und die Differenzen in u-Richtung für v = o. Diese Differen­
zen si nd Pol ynome 3- ten Grades in v, dere n Differenzen 

in v-Richtung in den Matrizen 1 bis 3 stehen . 
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Die Fläche wird dann nach folgendem Algorithmus berec hnet: 

1) Laden der Matrizen M0 - M3 
2) Lade M0 in den ARM und berechne eine Rasterlinie 

3) Führe die Iteration aus {bis n = N ) 

r10 : No + ~11 

t11 : ~~ 1 + M2 

M2: !4 2 + M3 

M3 : M3 

4) Gehe nach 2) 

5 .6. 1.1 Differenzenverfahren ohne Vektorgenerator 

Nach dem Differenzenverfahren können Kurven- und Flächen­
punkte mit dem ARM so schnell berechnet werden, daß sich 
ein Vektorgenerator erübrigt. Dieser Vorteil wird aber 

durch erhebliche Nachteile aufgehoben: 

Die Schrittweite J = 1/N muß so gewählt werden, daß die 
Darstellung der berechneten Punkte einen geschlossenen 

Linienzug ergibt. Dies ist der Fall, wenn N gleich der 
Länge der Kurve in Rastereinheiten ist. N kann mit einigem 
Aufwand näherungsweise aus der Länge des in die X-V -Ebene 

projizierten Polygons bestimmt werden . Zur Berechnung der 

Anfangswerte muß ein ROM mit vielen Produktmatrizen C 

(Gl . (5.39)) für unterschiedliche d -Werte zur Verfügung 
gestellt werden. 

Auf G~und der Para me tri sie r ung we rden Ku rven mit starker 

Änderung der Krümmung und Flächen , deren Form erheblich 
von der eines Parallelogramms abweicht, unerwünschte Hellig­

keitsschwankunqen aufweisen! 

5 - 4 d 

Für ein Pol yno m 3- ten Grades erhält man aus Gl. ( 5.39): 

( 5. 40) 

Soll eine Kurve aus N = 1000 Punkten bestehen (entspricht 

de r Bildschirmbreite l , s o mu ß der ARM wegen des kubischen 
Ter ms i n Gl. (5.40) eine Wo rtl änge von 40 bit aufweisen, 
da mit ON 10 bit ge nau ist. 

Da e in Di s playp r ozess or ohn ehin über einen Vekt or~ enerat o r 

verfügen muß, ist das im nächsten Kap itel beschriebene 
Verfahren vo rzu z ieh en. 

5 .6.1.2 Differenzenverfah ren mit V e k tor ge nerat o~ 

Der in Kapitel 5.1 beschriebe ne digitale Vekto rgenerator 

DV G verarbeitet relative Koordinaten .c. O ( AP ) . Es bietet 
si c h dahe r an , das Differenzens che ma um eine Stufe zu ver­
kürzen und nur 6 0n zu berechnen. Aus Gl. (5.38) erhält man 

n 

~:: l [: :] [1 ''] 600 

0 3 
6 0n 60o 

( 5. 41) 

und mit Gl. ( 5 . 40) nach N Iterationen 

6 0N 60 0 +N6,20 + 
0 ( ~ld Oo ( 5 . 42) 

Bei einer Wortlänge des ARM von 24 bit können, wenn für 

60N ein Fehler von 10- 3 zugelassen wird, bis zu 120 
Iterationen durch9eführt werden. Die Praxis hat jedoch 

nezeigt, da ß die meisten Kurven bzw. Rasterlinien einer 
Fl äche du rc h weni ger als 100 Vektoren für das Auge völlig 
gla tt wieder gegeb en werden. Der DVG sch re ibt alle Vektoren 
mit gleic he r Helli gk eit, so daß entlanp einer Ku rve kein e 
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Helligkeitsschwankungen auf Grund der Parametrisierung 
auftreten können. 

Der grö ßte Rechenaufwand des Differe nzenverfahrens tritt 

bei der Bestimmung d~r Anfangswerte für den Tensorspeicher 
(Bild 5.26) auf . Di ese Werte sind für eine Fläche aber 
nur einmal zur Verfüg un g zu st el len und werden deshalb 
am besten softwaremä ßig be rechnet . Steht ein Matrizenmul­

tipl izierer zur Verfügung, so ist auch eine Berechnung 
mit Hardware mög lich. 

5 . 6. 2 Fl ächenbere chnung durch Matrizenmultiplikation 

Der digitale Matrizenmultiplizierer DMM berechnet die 
Transformation {Gl . ( 5.16 )) 

p' 

[X ' , y ' , Z ' , W '] 

p . T 

[x,y,z,w] T 
(4x4) 

Wird p durch UT und T durch P ersetzt, so berechnet der 

DMM die Kurve 

Q ( u.) u ~ V 

Auf diese Weise können hHc hstens Kurven 3-ten Grades 
berechnet werden. Die Vektoren UT werden für das gewählte 

Interpolations- oder Approximationsverfahren mit einer 
vor qegebe nen Schrittweite für u, Of.ufl (z.B. J = 2- 7) 

in einem ROM zur Verfügung ges tellt. Größere Schrittwei­
ten erhält man durc h entspre chen de ROM-Addressierung. 
Di e Ras t erl i ni en zur Erzeuo ung der Fläche 

Q ( U' , V') 

5-50 

müssen in mehreren Schritten berechnet werden. Zuerst 

sind die Mat ri xprodukte VV für die v-Ra sterlinien bzw. 
UT V für die u-Rasterl inien zu berechnen. Da der Ma tri x­

speicher des DMM nur 16 Elemente fa ßt, sind diese Mult i­
plikationen für jede Komponente von V getrennt aus zu­

führen und die Er ge bni sse in einem zweiten (4x4) Mat rix ­
speicher festzuhalten. Anschließend kann die Ra sterl in i e 

berechnet werden . Für das wahlweise Berec hnen der u- und / 

oder v-Rasterlinie wird eine wesentliche Ve re infachu no 

erreic ht, wenn U = V ist: 

Q (u',v') = u~ v. u ( 5. 4 3) 

Man kann dann den Vektor VU unter Ausnutzung der Bezie huno 

V· u ( 5. 44) 

berechnen. In der Hardware wird dies durch Umkodieren des 

Adreßzählers für V geleistet /51/. Zusätzlich wird ROM­

Kapazität eingespart. Trotzdem können in u- und v-Richtun g 

verschiedene Schrittweiten gewählt werden! 

Der Flächengenerator wurde aus Kostengründen nach dem 

Prinzip der Matrizenmultiplikation realisiert,obwohl 

das Differenzenverfahren weaen der höheren Reche nge­
schwindigkeit besser geeignet ist. In Bild 5.27 ist 

das Flußdiagramm - des Rechenalgorithmus dargeste llt. 

Bild 5.28 zeigt das Blockschaltbild des Flächengene­
rators. 
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11-Jttr Mat6•­
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DMM 
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_I 
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Bi ld 5.2 8 : Block schalt bi ld des Flächengenerators 
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Die folgenden Photographien zeigen Rasterpunkte Q(u ' ,v') 
von B- Spline -Fl ächen, die mit der beschriebenen Hardware 

berechnet wurden. 
Steht der verbesserte Matrizenmu ltiplizierer nach Kapitel 

5 . 5 zur Verfügung, so kann die Rechenzeit für eine Fläche 

auf ein Drittel reduziert we r den / 52 / . 

I I I t I I I I I I I 

•••• '. t. t •• 

I II I I I t t I I t ........... ........... ........... ........... ........... 
I I I I I I I I II I ...... 

I t I I I t t t t t 

I 
I I I I 

II # l I I I I I I I 
I I, , I I I I I 

I 
1111

11 11 I I I I I 
I I I I II II I I I I 
I I I I I 1111 I II 
I I I I I I II I 
I I I I I I II ... , 
I I I • I I I I I 
I I I I t ••t,f 

B i 1 d~ : F 1 ä c h e n 2 - t e n G r a des (A u = 6 v 
Rechenz e it I ,2 ms 

0 '1) 

•• 

5-5 4 

?ild~ : Fl ~ch e 2-ten Grades 
Rechenzeit 4,2 ms 

u-L inien 

A u=O, 1 

A v= O ,0 2 

v-Linie n 

A U=0,02 

AV= O,l 

u-und 

v-Linien 
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u:O,l 
v:0,033 

v-Linien 

Au=0,033 

Av=D,l 

u-und 
v-Linien 
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5.7 Modulare Display Hardware 

Mit den in Kapitel 5 beschriebenen digitalen Komponenten 
ist ein modulares Konzept für eine Hardware zur Berechnun g, 

Transformation und Darstellung drei di mens i onaler Objek t e 

in Echtzeit mög l ic h . De r Hardwareaufwand ist damit gu t an 
die Erfo rdernisse der Anwendung anzupassen. Die einzel nen 
Komponenten sei en hier noch e i nmal aufgezä hlt : 

1 ) Digitaler Vektorgenerator DVG 
2) Dig italer Kreisgenera t or DKG 

3) Digitaler Matrize nmu l ti pliz iere r DMM 

4 ) Verbesserter DMM mit digitale m Div idierer 

5) Flächengenerator auf der Ba sis des DMM 

6) Flächengenerator nach dem Differenzen verfa hren 

Die Numerie rung entspricht dem Ausbau vo m ein f achen Vek tor­
zum Hochleistungsdisplay. 

Zwei wichtige Komponenten fehlen in dieser Aufstellung: 

eine "Windowing Hardware" und ein "Hidden line processor". 

Das erste Problem wurde im Rahmen dieser Arbeit nicht be ­
rücksichtigt. Eine Hardware-Lösung dafür wurde in /53/ 

angegeben. Zur Lösung des Verdeckungsproblems in Echtze it 
wird in Kapite l ~ ein ~orschlag gemacht. 

Mit den vorhandenen Komponenten lä ßt sich das in Bil d 5. 32 

dargestellte Hochleistungsdisplay bauen. Es ko mmt dem in 
/34/ vorgeschlagenen Konzept sehr nahe. 
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6. Zukünftige Arbeiten 

Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Verfahren zur Er­

ze ugung schattierter räumlicher Objekte auf dem Bildsc hirm 
arbeitet ohne Entfernung der ve r deckten Fläch en . Durch di e 
Intensitätssteuerunq wi rd i m Bereich der Verd ecku ngen der 

Eindruck eines durchscheinenden Körpers erzeugt ( Bild 4.4). 
Liegen mehrere Flächen sehr dic ht hintereinander, so wird 

trotz Intensitätsste ue run g wegen des s ummierenden Effekt s 
im Phosp hor i m Bereic h der Verdec kungen eine starke Auf ­
hellung eintrete n, di e nicht den berechneten Li chtver hält ­

nis se n auf der Ob erfl äc,e entsp richt. Hier kann nur die 

Entfe r nung der verdeckten Fl ächen Ab hil fe sc haffen. Di es 
ist theoret i sc h in Echtzeit mög lich: 

Die Fl ächenpunk t e Q (u ' ,v') werden digita l berechnet. Steht 
ein sc hn eller Ha lbleiterspeicher zur Ver f ügun g, dessen Zellen 

den Bildschirmpunkten entsprechen, so kann vor der Helltastung 
e ines neuberech neten Flä chenp unktes der Speicher auf "besetzt" 

oder "frei" abgefragt werden. Im "frei"-Fall wird der Punkt 

auf dem Bildschirm geschrieben und die ko rrespondierend e 
Speicherzelle in den "besetzt"-Zustand gebracht. Dieses Ve r­

fahren hat den Nachteil, daß zwar Doppel be sc hreibu ngen des 
Bildschirms vermieden werd en, abe ~ nicht notwendigerweise 

die verdeckten Flächen unterdrüc kt werden! Dies kan n ge l eistet 
werden, wenn man für jeden Punkt auch die Z-Koordinate oder 

den Intensitätswert abspeichert . Nach einer Bildwiederholung 

(20 ms) steht dann im Speicher das digitalisierte Bild, das 
durch zeilenweises Auslesen auch auf einem Fernsehmonitor dar­

gestellt werden kann. Beim augenblicklichen Stand der Preise 

und der Technologie der Halbleiterspeicher ist dieses Verfah ­

ren zur Unterdrückung der verdeckte n Flächen nicht realisier­
bar. Abgesehen davon sind aber auch noch Unte rsuchungen anzu­
stellen, wie Speicherplatz eingespart wer den kann , da meist 

nur 30 % des Bildschirms ausgenutzt werden. 
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Anhang 11. 

Durch Einsatz eines schnellen Halteverstärkers hinter 
dem DAU und sorgfältige Synchronisation von Datenüber ­

nahme in den DA U und Sample - lmpuls qenerierung konnte 
eine Wor trate von 20 Mhz bei 12 bit Wortlänge ohne stö ­
rende Spitzen auf de m Display erreicht werdenJ+/ . 

~ 
12 b i t 

20 f~h z Loa d Sample 

Synchronisation 

Tak t generator 

vor 

dem ~alt everstärker 

hinter 

/ +/ Tei ch , G. ,~/alf,G . , ' Di splay-Ansteuerung ' ,Stud i enar ­
beit TUU 74,ßetreuer: Straßer 

Die in Kapitel 4.4 beschr i ebene Steuerung der Li ni en­

stärke wird durch Einsatz e ines Spiralgenerat ors er ­
reicht. 16 verschiedene Li nienstärken ( 0,1 mm -

2,4 mm ) können e ingestel lt we r den . 
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